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������ �&�R�Q�F�O�X�V�L�R�Q�V�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����

�e �h�?�2 �a�i�`�m�+�i�m�`�2 �Q�7 �.�2�m�i�2�`���i�2�/ �"�2�M�x�2�M�2 ���/�b�Q�`�#�2�/ �Q�M �i�?�2 �:�`���T�?�B�i�2 �U�y�y�y�R�V

�"���b���H �S�H���M�2 �3�N

������ �,�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����

������ �(�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����

���������� �6�D�P�S�O�H �3�U�H�S�D�U�D�W�L�R�Q�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����

���������� �'�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����

���������� �1�H�X�W�U�R�Q �6�S�L�Q���(�F�K�R �0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����

������ �5�H�V�X�O�W�V �D�Q�G �'�L�V�F�X�V�V�L�R�Q�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����

���������� �'�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �'�D�W�D �D�Q�G �6�W�U�X�F�W�X�U�D�O �5�H�“�Q�H�P�H�Q�W �� �6�X�E���0�R�Q�R�O�D�\�H�U

�5�H�J�L�P�H�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����

���������� �&�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �W�R �1�H�X�W�U�R�Q �6�S�L�Q���(�F�K�R �'�D�W�D�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����

���������� �'�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �5�H�V�X�O�W�V �D�Q�G �6�W�U�X�F�W�X�U�D�O �5�H�“�Q�H�P�H�Q�W �� �&�R�Y�H�U�D�J�H �(�[��

�F�H�H�G�L�Q�J �� �0�/�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����

������ �&�R�Q�F�O�X�V�L�R�Q�V�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ����

�d �"�2�M�x�2�M�2 ���/�b�Q�`�#�2�/ �Q�M �:�`���T�?�2�M�2�f�L�B�U�R�R�R�V �R�y�R

������ �,�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

������ �$�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �D�Q�G �'�H�V�R�U�S�W�L�R�Q�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

���������� �,�V�R�W�K�H�U�P�D�O �$�G�V�R�U�S�W�L�R�Q�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

���������� �7�K�H�U�P�D�O �D�Q�G �,�V�R�W�K�H�U�P�D�O �'�H�V�R�U�S�W�L�R�Q�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

������ �$�G�V�R�U�E�D�W�H �6�W�U�X�F�W�X�U�H�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

������ �'�L�I�I�X�V�L�R�Q �R�I �%�H�Q�]�H�Q�H �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L�F�N�H�O������������ �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

���������� �6�O�R�Z �-�X�P�S �'�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

���������� �)�D�V�W �%�U�R�Z�Q�L�D�Q���7�\�S�H �'�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

������ �&�R�Q�F�O�X�V�L�R�Q�V�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

�3 �>2 �Q�M �1�t�7�Q�H�B���i�2�/ �:�`���T�?�B�i�2 ���M�/ �Q�M �>�B�;�?�H�v �S�Q�`�Q�m�b �*���`�#�Q�M�R�k�j

������ �,�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

�Y�L



�&�R�Q�W�H�Q�W�V

������ �(�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

���������� �6�D�P�S�O�H �&�K�D�U�D�F�W�H�U�L�]�D�W�L�R�Q�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

���������� �1�H�X�W�U�R�Q �6�P�D�O�O���$�Q�J�O�H �6�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

���������� �1�H�X�W�U�R�Q �7�L�P�H���R�I���)�O�L�J�K�W �0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

������ �'�D�W�D �$�Q�D�O�\�V�L�V �D�Q�G �5�H�V�X�O�W�V�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

���������� �1�H�X�W�U�R�Q �6�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �J �6�W�U�X�F�W�X�U�H�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

���������� �1�H�X�W�U�R�Q �6�S�H�F�W�U�R�V�F�R�S�\ �J �'�\�Q�D�P�L�F�V�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

������ �&�R�Q�F�O�X�V�L�R�Q�V�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

�N �>2 �Q�M �*���`�#�Q�M ���2�`�Q�;�2�H �R�9�R

������ �6�W�D�W�H �R�I �&�X�U�U�H�Q�W �5�H�V�H�D�U�F�K �D�Q�G �,�Q�W�H�U�H�V�W�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
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���������� �6�\�Q�W�K�H�V�L�V �R�I �W�K�H �&�D�U�E�R�Q �$�H�U�R�J�H�O�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

���������� �6�D�P�S�O�H �&�K�D�U�D�F�W�H�U�L�V�D�W�L�R�Q�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

���������� �1�H�X�W�U�R�Q �6�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

������ �5�H�V�X�O�W�V �D�Q�G �'�L�V�F�X�V�V�L�R�Q�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

���������� �,�V�R�W�K�H�U�P�D�O �$�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

���������� �1�H�X�W�U�R�Q �D�Q�G �;���U�D�\ �6�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �� �6�W�U�X�F�W�X�U�D�O �,�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q�� �� �� �� �� �� ������

���������� �2�U�W�K�R���3�D�U�D �&�R�Q�Y�H�U�V�L�R�Q�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

���������� �1�H�X�W�U�R�Q �6�S�H�F�W�U�R�V�F�R�S�\ �� �'�\�Q�D�P�L�F�V�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

������ �&�R�Q�F�O�X�V�L�R�Q�V�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

�R�y �.�B�b�+�m�b�b�B�Q�M ���M�/ �P�m�i�H�Q�Q�F �R�e�R

�R�R �.�B�b�+�m�b�b�B�Q�M �2�i �S�2�`�b�T�2�+�i�B�p�2�b �2�M �6�`���M�Ï���B�b �R�e�8

�"�B�#�H�B�Q�;�`���T�?�v �R�d�R

�Y�L�L





���+�F�M�Q�r�H�2�/�;�2�K�2�M�i�b

�, �Z�R�X�O�G �O�L�N�H �W�R �D�G�G�U�H�V�V �D �I�H�Z �Z�R�U�G�V �R�I �D�F�N�Q�R�Z�O�H�G�J�H�P�H�Q�W �W�R �D�O�O �W�K�R�V�H�� �Z�K�R �K�D�Y�H

�K�H�O�S�H�G �D�Q�G �V�X�S�S�R�U�W�H�G �P�H �W�K�U�R�X�J�K�R�X�W �P�\ �W�K�U�H�H �\�H�D�U�V �R�I �3�K�' �Z�R�U�N��

�)�L�U�V�W �, �Z�R�X�O�G �O�L�N�H �W�R �W�K�D�Q�N �P�\ �V�X�S�H�U�Y�L�V�R�U �3�H�W�H�U �)�R�X�T�X�H�W�� �Z�K�R �K�D�V �K�H�O�S�H�G �P�H �Z�L�W�K

�L�Q�“�Q�L�W�H �S�D�W�L�H�Q�F�H �W�R �I�R�U�P�X�O�D�W�H �P�\ �L�G�H�D�V �D�Q�G �W�R �N�H�H�S �W�K�H �U�L�J�K�W �G�L�U�H�F�W�L�R�Q �R�Q �W�K�H �P�D�Q�\

�R�F�F�D�V�L�R�Q�V �Z�K�H�Q �W�K�H �P�D�W�W�H�U �Z�D�V �F�R�Q�I�X�V�L�Q�J�� �, �D�O�V�R �Z�D�Q�W �W�R �W�K�D�Q�N �-�R�K�Q �(�O�O�L�V�� �P�\ �V�H�F�R�Q�G

�V�X�S�H�U�Y�L�V�R�U�� �D�Q�G �%�L�O�O �$�O�O�L�V�R�Q�� �I�R�U �W�K�H �O�H�Q�J�W�K�\ �G�L�V�F�X�V�V�L�R�Q�V �D�Q�G �I�R�U �W�K�H�L�U �K�H�O�S �D�Q�G �D�G�Y�L�F�H

�Z�L�W�K �W�K�H �F�R�P�S�O�H�[ �P�D�W�W�H�U�� �0�\ �J�U�D�W�L�W�X�G�H �J�R�H�V �W�R �P�\ �W�H�D�P �P�D�W�H �L�Q �W�K�H �&�D�Y�H�Q�G�L�V�K �O�D�E��

�$�Q�W�R�Q �7�D�P�W�¸�J�O�� �Z�K�R �K�D�V �K�H�O�S�H�G �P�H �Z�L�W�K �H�Q�G�O�H�V�V �F�R�P�P�L�W�P�H�Q�W�� �I�U�R�P �W�L�P�H�V �Z�K�H�U�H �Z�H

�U�D�Q �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�V �G�D�\ �D�Q�G �Q�L�J�K�W�� �W�R �K�L�V �H�[�W�H�Q�V�L�Y�H �F�R�U�U�H�F�W�L�R�Q�V �R�I �P�\ �P�D�Q�X�V�F�U�L�S�W�� �, �D�P

�D�O�V�R �J�U�D�W�H�I�X�O �W�R �'�D�Y�L�G �:�D�U�G�� �-�L�D�Q�G�L�Q�J �=�K�X�� �3�H�W�H�U �7�R�Z�Q�V�H�Q�G �D�Q�G �)�X�O�G�H�Q �(�U�D�W�D�P�� �I�R�U

�W�K�H�L�U �Z�D�U�P �Z�H�O�F�R�P�H �L�Q �W�K�H �J�U�R�X�S��

�, �Z�D�Q�W �W�R �W�K�D�Q�N �H�V�S�H�F�L�D�O�O�\ �,�U�H�Q�H �&�D�O�Y�R���$�O�P�D�]�D�Q �I�R�U �H�Q�G�X�U�L�Q�J �Z�L�W�K �P�H �W�K�H �K�D�U�G �W�L�P�H�V

�R�I �W�K�H �G�H�Y�H�O�R�S�P�H�Q�W �R�I �R�X�U �P�R�G�H�O �D�Q�G�� �O�L�N�H �D�Q �H�Q�F�\�F�O�R�S�D�H�G�L�D �R�I �V�X�U�I�D�F�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �I�R�U

�D�V�V�L�V�W�L�Q�J �P�H �Z�L�W�K �K�H�U �N�Q�R�Z�O�H�G�J�H �D�Q�G �H�[�S�H�U�W�L�V�H�� �0�\ �J�U�D�W�L�W�X�G�H �J�R�H�V �W�R �R�X�U �F�R�O�O�D�E�R��
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�E�\ �L�W�V �Z�D�Y�H���Y�H�F�W�R�Uk�� �D�Q�G �L�W�V �V�S�L�QS��� = jk, Si �� �7�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �L�V �D �O�H�S�W�R�Q�� �L���H��S = � 1
2

�>���� �@�� �)�R�U �D �Q�H�X�W�U�R�Q �Z�L�W�K �P�D�V�Vm �D�Q�G �Y�H�O�R�F�L�W�\v�� �W�K�H �G�H �%�U�R�J�O�L�H �U�H�O�D�W�L�R�Q �V�W�D�W�H�V �W�K�D�W

�L�W�V �P�R�P�H�Q�W�X�Pp �L�V �U�H�O�D�W�H�G �W�R �L�W�V �Z�D�Y�H���Y�H�F�W�R�Uk �Y�L�Dp = mv = ~k �D�Q�G �L�W�V �D�Q�J�X�O�D�U �I�U�H��

�T�X�H�Q�F�\! �W�R �L�W�V �H�Q�H�U�J�\E �Y�L�D~! = E�� �Z�K�H�U�H~ �L�V �W�K�H �U�H�G�X�F�H�G �3�O�D�Q�F�N �F�R�Q�V�W�D�Q�W�� �7�K�L�V

�D�O�V�R �U�H�O�D�W�H�VE �W�R �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �Z�D�Y�H�O�H�Q�J�W�K� ��

E =
m
2

v2 =
~2k2

2m
=

h2

2m� 2 , ����������

�Z�K�H�U�Hh �L�V �W�K�H �3�O�D�Q�F�N �F�R�Q�V�W�D�Q�W�� �$ �Q�H�X�W�U�R�Q �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�HT �F�D�Q �D�O�V�R �E�H �G�H�“�Q�H�G �E�H��

�F�D�X�V�H �R�I �W�K�H �I�D�F�W �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �E�H�D�P �I�R�O�O�R�Z�V �D �0�D�[�Z�H�O�O�J�%�R�O�W�]�P�D�Q�Q �Y�H�O�R�F�L�W�\ �G�L�V�W�U�L�E�X��

�W�L�R�Q�� �Z�L�W�K �W�K�H �%�R�O�W�]�P�D�Q�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�WkB �>���� �@��

E =
3
2

kBT . ����������

����
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�h�?�2 �L�2�m�i�`�Q�M �a�+���i�i�2�`�B�M�; �*�`�Q�b�b �a�2�+�i�B�Q�M

�7�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �R�I �D �S�D�U�W�L�F�O�H �L�V �G�H�V�F�U�L�E�H�G �E�\ �W�K�H �W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �S�D�U�W�L�F�O�H �I�U�R�P �L�W�V �L�Q�L�W�L�D�O

�L�Q�W�R �L�W�V �“�Q�D�O �V�W�D�W�H�� �%�H�I�R�U�H �D�Q�G �D�I�W�H�U �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �S�U�R�F�H�V�V�� �W�K�H �S�D�U�W�L�F�O�H �L�V �F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G

�I�U�H�H�� �W�K�H �W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q �L�V �G�H�V�F�U�L�E�H�G �P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O�O�\ �E�\ �D�Q �R�S�H�U�D�W�R�U�� �7�K�H �S�U�R�M�H�F�W�L�R�Q �R�I

�L�Q�L�W�L�D�O �D�Q�G �“�Q�D�O �V�W�D�W�H �R�I �W�K�H �S�D�U�W�L�F�O�H �R�Q�W�R �W�K�H �W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q �R�S�H�U�D�W�R�U �\�L�H�O�G�V �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J

�S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\ �>���� �@��

Sf ,i = hkf , Sf j U(t " + 1 , t " !1 ) jki , Si i . ����������

�,�Q �D �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�� �G�H�W�H�F�W�R�U�V �D�U�H �S�O�D�F�H�G �D�W �D �F�H�U�W�D�L�Q �G�L�V�W�D�Q�F�H �D�Q�G �F�R�Y�H�U �D �F�H�U�W�D�L�Q

�V�R�O�L�G �D�Q�J�O�H�� �7�K�H �Q�X�P�E�H�U �R�I �Q�H�X�W�U�R�Q�V �F�R�X�Q�W�H�G �L�Q �W�K�H�V�H �G�H�W�H�F�W�R�U�V �G�H�S�H�Q�G�V �R�Q �W�K�H

�G�H�W�H�F�W�R�U �V�L�]�H �D�Q�G �L�W�V �G�L�V�W�D�Q�F�H �W�R �W�K�H �V�D�P�S�O�H�� �D�V �Z�H�O�O �D�V �R�Q �W�K�H �L�Q�F�R�P�L�Q�J �Q�H�X�W�U�R�Q �t�X�[��

�,�Q �R�U�G�H�U �W�R �F�R�U�U�H�F�W �I�R�U �W�K�H�V�H �H�[�W�H�U�Q�D�O �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V�� �R�Q�H �H�[�S�U�H�V�V�H�V �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �L�Q �I�R�U�P

�R�I �W�K�H �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�O �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q��

d� =
�t�X�[ �V�F�D�W�W�H�U�H�G �L�Q�W�R �V�R�O�L�G �D�Q�J�O�Hd


�L�Q�F�R�P�L�Q�J �t�X�[
= r2 d


Jf (r , � , � , t )
Ji (t )

, ������������

�Z�L�W�K �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �D�Q�J�O�H�V� �D�Q�G� �D�Q�G �W�K�H �G�L�V�W�D�Q�F�Hr �� �7�K�H �Z�D�Y�H �I�X�Q�F�W�L�R�Quk (r ) �G�H��

�V�F�U�L�E�H�V �D �Q�H�X�W�U�R�Q �Z�L�W�K �D �P�R�P�H�Q�W�X�P~k �D�W �D �S�R�V�L�W�L�R�Qr �� �/�H�W �X�V �D�V�V�X�P�H �W�K�D�W �L�W �V�F�D�W�W�H�U�V

�I�U�R�P �D �V�W�D�W�L�F �S�R�W�H�Q�W�L�D�OV (r )�� �W�K�H�Q �L�W �K�D�V �W�R �R�E�H�\ �W�K�H �V�W�D�W�L�R�Q�D�U�\ �6�F�K�U�¸�G�L�Q�J�H�U �H�T�X�D��

�W�L�R�Q��

�
!

~2

2m
� + V (r )

�
uk (r ) = E(k)uk (r ). ������������

�7�K�H �J�H�Q�H�U�D�O �V�R�O�X�W�L�R�Q �L�Q �W�K�H �D�V�\�P�S�W�R�W�L�F �U�H�J�L�P�H ��r " 1 �� �L�V �J�L�Y�H�Q �E�\ �W�K�H �O�L�Q�H�D�U �F�R�P��

�E�L�Q�D�W�L�R�Q �R�I �D �S�O�D�Q�H �Z�D�Y�H �D�Q�G �D �U�D�G�L�D�O �Z�D�Y�H�� �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �W�R �W�K�H �X�Q�S�H�U�W�X�U�E�H�G �D�Q�G

�W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�H�G �Z�D�Y�H�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\��

uk (r ) !"
1

p
VB

�
eik .r + fk (� , � )

eik .r

r

�
, r " 1 , ������������

����



�� �0�H�W�K�R�G�V

�Z�L�W�K �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �D�P�S�O�L�W�X�G�Hfk (� , � ) �D�Q�G �D �Q�R�U�P�D�O�L�V�D�W�L�R�Q �E�\ �D �Y�R�O�X�P�HVB �� �7�K�H �V�F�D�W��

�W�H�U�L�Q�J �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q �W�K�H�Q �U�H�D�G�V��

d�
d


= r2 d

Jf (r , � , � , t )

Ji (t )
= jfk (� , � )j2, ������������

�Z�L�W�K �W�K�H �t�X�[ �R�I �L�Q�F�R�P�L�Q�J �Q�H�X�W�U�R�Q�VJi (t ) �D�Q�G �W�K�H �t�X�[Jf (r , � , � , t ) �R�I �Q�H�X�W�U�R�Q�V �V�F�D�W�W�H�U�H�G

�L�Q�W�R �W�K�H �U�D�G�L�D�O �F�R�R�U�G�L�Q�D�W�H�Vr , � , � �D�W �D �W�L�P�Ht ��

�S���`�i�B���H �q���p�2 �1�t�T���M�b�B�Q�M ���M�/ �i�?�2 �a�+���i�i�2�`�B�M�; �G�2�M�;�i�?

�7�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �D�P�S�O�L�W�X�G�H �H�[�S�U�H�V�V�H�V �W�K�H �D�Q�J�X�O�D�U �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�\ �R�I �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �S�U�R�E��

�D�E�L�O�L�W�\�� �)�R�U �D�Q �L�V�R�W�U�R�S�L�F �D�Q�G �V�W�D�W�L�F �S�R�W�H�Q�W�L�D�O�� �L�W �F�D�Q �E�H �H�[�S�D�Q�G�H�G �L�Q�W�R �S�D�U�W�L�D�O �Z�D�Y�H�V��

fk (� ) =
1

2ik

1X

l =0

p
4� (2l + 1)( e2i� l ! 1)Y 0

l (� ), ������������

�Z�L�W�K �W�K�H �V�S�K�H�U�L�F�D�O �K�D�U�P�R�Q�L�F�VYl 0(� ) �D�Q�G �D �S�K�D�V�H �V�K�L�I�W� l �R�I �W�K�H �S�D�U�W�L�D�O �Z�D�Y�H �R�Il �W�K �R�U�G�H�U��

�6�L�Q�F�H �D �W�K�H�U�P�D�O �Q�H�X�W�U�R�Q �K�D�V �D �Z�D�Y�H�O�H�Q�J�W�K �L�Q �W�K�H �R�U�G�H�U �R�I �§�Q�J�V�W�U�¸�P�V ���� �‡ � ����! 10 �P��

�D�Q�G �V�F�D�W�W�H�U�V �I�U�R�P �D �Q�X�F�O�H�X�V �R�I �D �V�L�]�H �R�I �D�E�R�X�W ����! 15 �P�� �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �E�D�V�L�F�D�O�O�\ �R�F�F�X�U�V

�L�Q �I�R�U�P �R�I�V���Z�D�Y�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �Z�K�L�F�K �P�H�D�Q�V �W�K�D�W �R�Q�O�\ �W�K�Hl = �� �W�H�U�P �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�H�V�� �7�K�H

�O�L�P�L�Wk " �� �R�If (� �� �L�V �N�Q�R�Z�Q �D�V �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �O�H�Q�J�W�Kb��

b = lim
k" 0

fk (� ) = lim
k" 0

e2i� 0 ! 1
k

= ! lim
k" 0

� 0(k)
k

. ������������

�h�?�2 �"�Q�`�M ���T�T�`�Q�t�B�K���i�B�Q�M

�,�Q �R�U�G�H�U �W�R �“�Q�G �D �J�H�Q�H�U�D�O �V�R�O�X�W�L�R�Q �W�R �W�K�H �6�F�K�U�¸�G�L�Q�J�H�U �H�T�X�D�W�L�R�Q ������������ �Y�L�D �D �*�U�H�H�Q�M�V

�I�X�Q�F�W�L�R�Q�� �D �S�H�U�W�X�U�E�D�W�L�R�Q �W�U�H�D�W�P�H�Q�W �\�L�H�O�G�V �V�H�Y�H�U�D�O �L�P�S�R�U�W�D�Q�W �U�H�V�X�O�W�V�� �7�K�L�V �L�V �D�F�F�R�P��

�S�O�L�V�K�H�G �E�\ �D�Q �L�Q�W�H�J�U�D�O �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �6�F�K�U�¸�G�L�Q�J�H�U �H�T�X�D�W�L�R�Q��

uk (r ) = u0
k (r ) +

Z
d3rG0(r , r0)V (r0)uk (r0) ������������

����
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�Z�L�W�K �W�K�H �*�U�H�H�Q�M�V �I�X�Q�F�W�L�R�Q

G0(r , r0) = !
1

4�
2m
~2

Z
d3r0exp(ik � jr ! r0j)

jr ! r0j
. ������������

�5�H�S�O�D�F�L�Q�Juk (r0) �E�\ �W�K�H �X�Q�S�H�U�W�X�U�E�H�G �Z�D�Y�Hu0
k (r0) �L�Q �W�K�H �L�Q�W�H�J�U�D�O �L�V �F�D�O�O�H�G �W�K�H�%�R�U�Q

�D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q�� �L�W �P�H�D�Q�V �W�K�D�W �R�Q�O�\ �W�K�H �O�L�Q�H�D�U �W�H�U�P �L�Q �W�K�H �%�R�U�Q �V�H�U�L�H�V �L�V �N�H�S�W��

uk (r ) = u0
k (r ) !

1
4�

2m
~2

Z
d3r

exp(ik � jr ! r0j)
jr ! r0j

V (r0)u0
k (r0). ������������

�h�?�2 �6�2�`�K�B �S�b�2�m�/�Q�@�S�Q�i�2�M�i�B���H

�6�L�Q�F�H �Q�X�F�O�H�D�U �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �L�V �H�[�W�U�H�P�H�O�\ �V�K�R�U�W �U�D�Q�J�H�� �W�K�H �S�R�W�H�Q�W�L�D�O �F�D�Q �E�H �H�[�S�U�H�V�V�H�G �D�V

�D �S�R�L�Q�W �S�R�W�H�Q�W�L�D�O�� �W�K�H�)�H�U�P�L �S�V�H�X�G�R���S�R�W�H�Q�W�L�D�O��

V (r ) =
2� ~2

m
b� (r ). ������������

�7�K�H �I�R�U�P �I�D�F�W�R�U �L�V �W�K�H �)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P�H�G �S�R�W�H�Q�W�L�D�O��

V (Q) =
Z

d3rV (r )e! iQ.r =
2� ~2

m
b. ������������

�,�W �L�V �D �F�R�Q�V�W�D�Q�W �W�K�D�W �L�V �S�U�R�S�R�U�W�L�R�Q�D�O �W�Rb�� �0�D�N�L�Q�J �X�V�H �R�I �)�H�U�P�L�M�V �J�R�O�G�H�Q �U�X�O�H�� �W�K�H �G�L�I��

�I�H�U�H�Q�W�L�D�O �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q �F�D�Q �E�H �H�[�S�U�H�V�V�H�G �L�Q �D �G�R�X�E�O�H �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�O �I�R�U�P��

d2�
d
 dE

= m2 (2� )4

~4

kf

ki
j hkf , � f j V jki , � i i j 2, ������������

�Z�L�W�K �W�K�H �L�Q�L�W�L�D�O ��i �� �D�Q�G �“�Q�D�O ��f �� �Z�D�Y�H���Y�H�F�W�R�Uk �D�Q�G �Z�D�Y�H�O�H�Q�J�W�K� �R�I �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q�� �D�Q�G �L�W�V

�P�D�V�Vm�� �%�\ �L�Q�V�H�U�W�L�Q�J �W�K�H �S�V�H�X�G�R �S�R�W�H�Q�W�L�D�O �L�Q�W�R �W�K�H �D�E�R�Y�H �H�T�X�D�W�L�R�Q�� �W�K�H �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q

�E�H�F�R�P�H�V �D �S�U�R�M�H�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �L�Q�L�W�L�D�O �R�Q�W�R �W�K�H �“�Q�D�O �V�W�D�W�H��

d2�
d
 dE

=
kf

ki

1
2� ~

NX

j ,j 0=1

bj b�
j 0

Z
dt he! iQ.Rj 0(0) eiQ.Rj (t ) i e! i! t , ������������

����
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�Z�K�H�U�H �W�K�H �V�X�P �L�V �P�D�G�H �R�Y�H�U �D�O�O �F�R�P�E�L�Q�D�W�L�R�Q�V �R�I �V�F�D�W�W�H�U�H�U�Vj ��j 0 �D�W �S�R�V�L�W�L�R�Q�VRj 0(0) �D�Q�G

Rj (t )�� �D�Q�G �W�K�H�P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�UQ = ki ! kf �K�D�V �E�H�H�Q �G�H�“�Q�H�G�� �(�Q�H�U�J�\ �F�R�Q�V�H�U�Y�D�W�L�R�Q
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' = 

Hl
v

, ������������

�Z�L�W�K �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �Y�H�O�R�F�L�W�\v �D�Q�G
 �W�K�H �J�\�U�R���P�D�J�Q�H�W�L�F �U�D�W�L�R
 = ������������������� 8�V! 1 �7! 1��

�3�R�O�D�U�L�V�D�W�L�R�Q �D�Q�D�O�\�V�L�V �V�H�O�H�F�W�V �R�Q�O�\ �R�Q�H �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W �R�I �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �S�R�O�D�U�L�V�D�W�L�R�Q�� �:�L�W�K

�U�H�V�S�H�F�W �W�R �W�K�H �L�Q�L�W�L�D�O �G�L�U�H�F�W�L�R�Qx�� �W�K�L�V �V�H�O�H�F�W�V �W�K�H �F�R�P�S�R�Q�H�Q�WPx ��

Px = hcos' i =
Z

f (v) cos(

 Hl

v
) dv, ������������

�Z�K�H�U�H �W�K�H �D�Y�H�U�D�J�H �K�D�V �E�H�H�Q �W�D�N�H�Q �R�Y�H�U �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �Y�H�O�R�F�L�W�L�H�Vv �Z�L�W�K �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q

����
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f (v)�� �7�K�L�V �L�V �H�I�I�H�F�W�L�Y�H�O�\ �W�K�H �)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P �R�I �W�K�H �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �I�X�Q�F�W�L�R�Q �I�R�U �W�K�H �L�Q��

�Y�H�U�V�H �Y�H�O�R�F�L�W�\1
v �V�L�Q�F�Hf (v) dv = f (v)v2 d1

v = f ( 1
v )0d1

v �� �:�L�W�K� = h
mv �L�W �E�H�F�R�P�H�V �H�Y�L�G�H�Q�W

�W�K�D�W �W�K�L�V �L�V �W�K�H �Z�D�Y�H�O�H�Q�J�W�K �V�S�H�F�W�U�X�P �>���� �@�� �:�K�H�Q �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �E�H�D�P �W�U�D�Y�H�O�V �W�K�U�R�X�J�K

�W�K�H �“�H�O�G �E�\ �D�Q �L�Q�F�U�H�D�V�L�Q�J �O�H�Q�J�W�Kl �� �P�R�U�H �D�Q�G �P�R�U�H �S�R�O�D�U�L�V�D�W�L�R�Q �L�V �O�R�V�W �G�X�H �W�R �D �“�Q�L�W�H

�Z�D�Y�H�O�H�Q�J�W�K �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q ���$ �W�R �% �L�Q �)�L�J������������

�h�?�2 �a�T�B�M�@�1�+�?�Q �S�`�B�M�+�B�T�H�2

�,�Q �R�U�G�H�U �W�R �U�H�F�R�Y�H�U �W�K�H �L�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �W�K�D�W �V�H�H�P�V �W�R �E�H �O�R�V�W �L�Q �W�K�H �G�H�S�K�D�V�H�G �Q�H�X�W�U�R�Q

�Z�D�Y�H�� �W�K�H �S�U�H�F�H�V�V�L�R�Q �S�U�R�F�H�V�V �K�D�V �W�R �E�H �L�Q�Y�H�U�V�H�G �E�\ �S�D�V�V�L�Q�J �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �E�H�D�P

�W�K�U�R�X�J�K �D �V�H�F�R�Q�G �P�D�J�Q�H�W�L�F �“�H�O�GH1 �W�K�D�W �L�V �R�S�S�R�V�L�W�H �W�RH0 �D�I�W�H�U �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �7�K�H

�H�I�I�H�F�W�L�Y�H �S�U�H�F�H�V�V�L�R�Q �D�Q�J�O�H �I�R�U �D �J�L�Y�H�Q �Y�H�O�R�F�L�W�\v �L�V �W�K�H�Q��

' = ' AB ! ' BC = 
 (H0l0 ! H1l1)=v, ������������

�Z�K�H�U�H �W�K�H �G�L�V�W�D�Q�F�H�VAB �D�Q�GBC �D�U�H �L�Q�G�L�F�D�W�H�G �L�Q �U�H�I�H�U�H�Q�F�H �W�R �)�L�J���������� �:�K�H�Q �W�K�H �“�H�O�G

�L�Q�W�H�J�U�D�O�V �D�U�H �H�[�D�F�W�O�\ �R�I �R�S�S�R�V�L�W�H �D�Q�G �H�T�X�D�O �V�W�U�H�Q�J�W�K�� �L���H��H0l0 = H1l1�� �W�K�H �S�U�H�F�H�V�V�L�R�Q

�L�V �H�[�D�F�W�O�\ �U�H�Y�H�U�V�H�G �L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W�O�\ �R�I �W�K�H �Y�H�O�R�F�L�W�\ ���% �W�R �& �L�Q �)�L�J������������ �7�K�H �G�H�S�K�D�V�L�Q�J

�L�V �W�K�H�U�H�I�R�U�H �U�H�Y�H�U�V�H�G �D�Q�G �D �V�S�L�Q �H�F�K�R �L�V �R�E�W�D�L�Q�H�G�� �,�Q �W�K�H �U�H�J�L�R�Q �F�O�R�V�H �W�R �W�K�L�V �P�V�S�L�Q��

�H�F�K�R �S�R�L�Q�W�P�� �S�R�O�D�U�L�V�D�W�L�R�Q �L�V �S�D�U�W�O�\ �U�H�F�R�Y�H�U�H�G�� �W�K�L�V �L�V �W�K�H �V�R���F�D�O�O�H�G �V�S�L�Q���H�F�K�R �J�U�R�X�S��

�$�V �S�R�L�Q�W�H�G �R�X�W �E�H�I�R�U�H�� �L�W �L�V �W�K�H �)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P �R�I �W�K�H �L�Q�Y�H�U�V�H �Y�H�O�R�F�L�W�\ �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q��

�7�K�H �D�Y�H�U�D�J�H �Y�H�O�R�F�L�W�\v �G�H�“�Q�H�V �W�K�H �R�V�F�L�O�O�D�W�L�R�Q �I�U�H�T�X�H�Q�F�\�� �Z�K�L�O�H �W�K�H �V�S�U�H�D�G �R�I �W�K�Hv

�G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �G�H�W�H�U�P�L�Q�H�V �K�R�Z �I�D�V�W �W�K�H �V�S�L�Q���H�F�K�R �J�U�R�X�S �G�H�F�D�\�V �Z�K�H�Q �P�R�Y�L�Q�J �D�Z�D�\

�I�U�R�P �W�K�H �V�S�L�Q���H�F�K�R �S�R�L�Q�W��

�2�X�U �D�L�P �L�V �W�R �P�H�D�V�X�U�H �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �E�H�D�P �Z�L�W�K �D �V�D�P�S�O�H�� �7�K�H �R�Q�O�\ �U�H�D��

�V�R�Q�D�E�O�H �F�R�Q�“�J�X�U�D�W�L�R�Q �Z�R�X�O�G �E�H �W�R �O�H�W �W�K�H �E�H�D�P �V�F�D�W�W�H�U �I�U�R�P �D �V�D�P�S�O�H �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H

�W�Z�R �S�U�H�F�H�V�V�L�R�Q �“�H�O�G�V ���S�R�L�Q�W �% �L�Q �)�L�J������������ �,�Q�H�O�D�V�W�L�F �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�K�D�Q�J�H�V �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q

�Y�H�O�R�F�L�W�\ �I�U�R�Pv0 �W�Rv1 �U�H�V�X�O�W�L�Q�J �L�Q �D �S�U�H�F�H�V�V�L�R�Q �D�Q�J�O�H��

' = 

�

l0H0

v0
!

l1H1

v1

�
. ������������

�$�V �S�R�L�Q�W�H�G �R�X�W �E�H�I�R�U�H�� �W�K�H �J�R�D�O �L�V �W�R �“�Q�G �D �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W �W�K�D�W �G�H�S�H�Q�G�V �O�R�F�D�O�O�\ �R�Q�O�\

�R�Q �W�K�H �Y�H�O�R�F�L�W�\ �F�K�D�Q�J�H�� �Q�R�W �R�Q �W�K�H �D�E�V�R�O�X�W�H �Y�H�O�R�F�L�W�L�H�V�� �)�R�U �D�Q �D�Y�H�U�D�J�H �L�Q�F�R�P�L�Q�J

�Q�H�X�W�U�R�Q �Y�H�O�R�F�L�W�\�v 0 �D�Q�G �D �J�L�Y�H�Q �H�Q�H�U�J�\ �W�U�D�Q�V�I�H�U~! 0�� �W�K�H �D�Y�H�U�D�J�H �R�X�W�J�R�L�Q�J �Q�H�X�W�U�R�Q

����



�� �0�H�W�K�R�G�V

�)�L�J�X�U�H �������� �%�D�V�L�F �L�O�O�X�V�W�U�D�W�L�R�Q �R�I �G�H�S�K�D�V�L�Q�J �R�I �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �V�S�L�Q �W�K�U�R�X�J�K �/�D�U�P�R�U �S�U�H��
�F�H�V�V�L�R�Q �D�Q�G �V�S�L�Q �H�F�K�R �I�U�R�P �>���� �@�� �$ �S�U�H�F�H�V�V�L�R�Q �“�H�O�GH0 �E�H�W�Z�H�H�Q �$ �D�Q�G
�% �F�D�X�V�H�V �G�H�S�K�D�V�L�Q�J�� �$�I�W�H�U �S�D�V�V�L�Q�J �W�K�U�R�X�J�K �D�Q �L�Q�Y�H�U�V�H �E�X�W �H�T�X�D�O �S�U�H�F�H�V��
�V�L�R�Q �“�H�O�GH1�� �D �V�S�L�Q �H�F�K�R �L�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �D�U�R�X�Q�G �S�R�L�Q�W �&��

�Y�H�O�R�F�L�W�\�v 1 �L�V �G�H�“�Q�H�G �E�\ �H�T�X�D�W�L�R�Q �������������� �:�H �U�H�T�X�L�U�H �H�T�X�D�W�L�R�Q ������������ �W�R �E�H �I�X�O�“�O�O�H�G

�O�R�F�D�O�O�\�� �L���H����

' ! �' = t (! ! ! 0), ������������

�Z�L�W�K�' = ' (�v 0, �v 1) �D�Q�G �W �E�H�L�Q�J �D �F�R�Q�V�W�D�Q�W�� �6�P�D�O�O �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V �L�Q �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �Y�H�O�R�F�L�W�\

�F�D�X�V�H �D �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q �L�Q' ��

' ! �' = 

�
!

l0H0

�v 2
0

� v0 +
l1H1

�v 2
1

� v1

�
, ������������

�Z�L�W�K �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V �L�Q �Y�H�O�R�F�L�W�\� vi = vi ! �v i �� �)�R�U �W�K�H �H�Q�H�U�J�\ �F�K�D�Q�J�H �W�K�L�V �V�P�D�O�O �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q

�\�L�H�O�G�V��

! ! ! 0 =
m
~

�v 1� v1 !
m
~

�v 0� v0 ������������

����
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�&�R�P�E�L�Q�L�Q�J �W�K�H�V�H �W�Z�R �H�T�X�D�W�L�R�Q�V �\�L�H�O�G�V�� �L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W�O�\ �I�R�Uvi = v0, v1��


 li
Hi

�v 2
i

= t
m
~

�v i . ������������

�7�K�L�V �J�L�Y�H�V �W�K�H �Q�H�F�H�V�V�D�U�\ �P�D�J�Q�H�W�L�F �“�H�O�G�VH0, H1 �W�R �S�H�U�I�R�U�P �D �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W �D�W �W�K�H

�)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�Ht ��

�,�W �L�V �L�P�S�R�U�W�D�Q�W �W�R �Q�R�W�H �W�K�D�W �W�K�H �V�S�L�Q �H�F�K�R �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q �F�D�Q �J�H�Q�H�U�D�O�O�\ �E�H �I�X�O�“�O�O�H�G �I�R�U �D�Q�\

�H�Q�H�U�J�\ �F�K�D�Q�J�H! 0�� �Q�R�W �M�X�V�W �I�R�U �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �F�D�V�H�� �5�H�T�X�L�U�H�G �L�V �V�L�P�S�O�\ �D�Q �D�S�S�U�R�S�U�L�D�W�H

�W�X�Q�L�Q�J �R�I �W�K�H �P�D�J�Q�H�W�L�F �“�H�O�G��

�&�R�P�E�L�Q�L�Q�J �H�T�X�D�W�L�R�Q ������������ �D�Q�G �H�T�X�D�W�L�R�Q ������������ �\�L�H�O�G�V��

PNSE = PS hcos(' ! �' )i = PS

R
S(Q, ! ) cos[t (! ! ! 0)] d!

R
S(Q, ! ) d!

, ������������

�Z�K�H�U�H �W�K�H �L�Q�W�H�J�U�D�O �L�V �Q�R�Z �U�X�Q�Q�L�Q�J �R�Y�H�U! �L�Q�V�W�H�D�G �R�I �W�K�H �Y�H�O�R�F�L�W�\v �D�Q�G �W�K�H�U�H�I�R�U�Hf (v)��

�W�K�H �S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\ �W�K�D�W �D �Q�H�X�W�U�R�Q �K�D�V �D �Y�H�O�R�F�L�W�\v �K�D�V �E�H�F�R�P�H �D �I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �H�Q�H�U�J�\

�W�U�D�Q�V�I�H�Uf (! )�� �,�W �G�H�V�F�U�L�E�H�V �W�K�H �S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\ �W�K�D�W ���I�R�U �D �J�L�Y�H�QQ�� �D �Q�H�X�W�U�R�Q �V�F�D�W�W�H�U�V �Z�L�W�K

�D�Q �H�Q�H�U�J�\ �F�K�D�Q�J�H! �� �,�W �L�V �W�K�X�V �Q�R�W�K�L�Q�J �H�O�V�H �E�X�W �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�X�Q�F�W�L�R�QS(Q, ! )�� PS

�D�F�F�R�X�Q�W�V �I�R�U �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �H�Y�H�Q�W�V �W�K�D�W �F�K�D�Q�J�H �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �S�R�O�D�U�L�V�D�W�L�R�Q �V�X�F�K �D�V �V�S�L�Q �R�U

�P�D�J�Q�H�W�L�F �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �)�R�U �W�K�H �P�R�P�H�Q�W �Z�H �D�V�V�X�P�HPS = ���� �7�K�H �V�S�L�Q���H�F�K�R �6�L�J�Q�D�OPNSE

�L�V �W�K�X�V �W�K�H �F�R�V�L�Q�H �)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P �R�I �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�X�Q�F�W�L�R�Q�� �7�K�L�V �L�V �W�K�H �U�H�D�O �S�D�U�W

�R�I �W�K�H�,�6�)��< I(Q, t )�� �7�K�L�V �L�G�H�Q�W�L�W�\ �K�R�O�G�V �R�Q�O�\ �I�R�U �D �U�H�V�W�U�L�F�W�H�G �U�D�Q�J�H �V�L�Q�F�H �W�K�H �O�R�F�D�O�L�W�\

�F�R�Q�G�L�W�L�R�Q �R�I �V�P�D�O�O �Y�H�O�R�F�L�W�\ �F�K�D�Q�J�H�V �U�H�T�X�L�U�H�V �D �F�H�U�W�D�L�Q �P�R�Q�R�F�K�U�R�P�D�W�L�V�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �L�Q��

�F�R�P�L�Q�J �Q�H�X�W�U�R�Q �E�H�D�P�� �,�Q �J�H�Q�H�U�D�O�� �D �Y�H�O�R�F�L�W�\ �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�Idv=v � ���� �� �L�V �V�X�I�“�F�L�H�Q�W

�I�R�U �P�R�V�W �V�S�H�F�W�U�R�P�H�W�H�U�V�� �6�L�Q�F�HS(Q, ! ) �L�V �W�K�H �G�R�X�E�O�H �)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P �R�I �W�K�H �S�D�U��

�W�L�F�O�H �F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q �I�X�Q�F�W�L�R�QS(R, t ) �D�Q�G �W�K�H �)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P �L�Q �W�L�P�H �R�I �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�G
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I(Q, t ) = exp( ! DQ2jt j). ������������
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�F�D�V�H �R�I �D �I�U�H�H �t�L�J�K�W �J�L�Y�H�V �U�L�V�H �W�R �D �T�X�D�G�U�D�W�L�F �W�L�P�H �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �D�Q�G �L�V �U�H�I�H�U�U�H�G �W�R �D�V

�E�D�O�O�L�V�W�L�F �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �>���� �@��
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I(Q, t ) = exp[!
1
2

Q2 2kBT
m

t 2]. ������������
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�L�V�W�V�� �W�K�D�W �F�R�Q�W�D�L�Q�V �D �V�K�D�S�H �S�D�U�D�P�H�W�H�U� (Q) =
p

hv2i Q=� T �>���� ������ �@�� �7�K�H �P�H�D�Q �V�T�X�D�U�H

�Y�H�O�R�F�L�W�\hv2i �L�V �G�H�W�H�U�P�L�Q�H�G �E�\ �W�K�H �V�\�V�W�H�P �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �Y�L�D �0�D�[�Z�H�O�O���%�R�O�W�]�P�D�Q�Q �V�W�D�W�L�V��

�W�L�F�V�� �'�H�S�H�Q�G�L�Q�J �R�Q �W�K�H �I�U�L�F�W�L�R�Q �S�D�U�D�P�H�W�H�U� T �� �W�K�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W�'�6�) �Y�D�U�L�H�V �L�W�V �V�K�D�S�H

�F�R�Q�W�L�Q�X�R�X�V�O�\ �E�H�W�Z�H�H�Q �D �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �V�K�D�S�H �L�Q �W�K�H �F�D�V�H �R�I �S�X�U�H�O�\ �%�U�R�Z�Q�L�D�Q �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �W�R

�D �*�D�X�V�V�L�D�Q �V�K�D�S�H �L�Q �W�K�H �F�D�V�H �R�I �D �O�L�G�H�D�O ���' �J�D�V�P �R�I �I�U�H�H�O�\ �P�R�Y�L�Q�J �D�G�S�D�U�W�L�F�O�H�V�� �7�K�L�V
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S(Q, ! ) = e� 2(Q)
1X

n=0

[! � 2(Q)]n

� n!
[n + � 2(Q)]� T

[n + � 2(Q)]2 + ( ~! )2 . ������������

�7�K�H�4�(�1�6�E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �J�L�Y�H�V�� �G�H�S�H�Q�G�L�Q�J �R�Q �D �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�O�H�V�V �S�D�U�D�P�H�W�H�U� �� �W�K�H�K�D�O�I

�Z�L�G�W�K �D�W �K�D�O�I �P�D�[�L�P�X�P ���+�:�+�0���R�I �D �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q ��� = ���� �R�U �W�K�D�W �R�I �D �*�D�X�V��

�V�L�D�Q �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q ��� = 0 ����

! (Q) = ~[�� T � 2(Q) + (1 ! � )
p

2 ln 2� T � (Q)] ������������
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�Z�K�H�U�H� = 2 I=� d2 �L�V �D �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�O�H�V�V �L�Q�G�L�F�D�W�L�R�Q �I�R�U �W�K�H �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�I �P�D�V�V �L�Q �D �F�R�O��

�O�L�G�L�Q�J �V�S�K�H�U�H �Z�L�W�K ��� � � ���� d �L�V �W�K�H �F�R�O�O�L�G�L�Q�J �G�L�V�N �G�L�D�P�H�W�H�U�� �L�W �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �W�K�H

�G�L�V�W�D�Q�F�H �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H�F�H�Q�W�U�H �R�I �P�D�V�V ���&�R�0���R�I �W�Z�R �F�R�O�O�L�G�L�Q�J �G�L�V�N�V �D�W �W�K�H �P�R�P�H�Q�W

�R�I �L�P�S�D�F�W �D�Q�Ggd (d+) �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �W�K�H �U�D�G�L�D�O �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �I�X�Q�F�W�L�R�Q �H�Y�D�O�X�D�W�H�G �D�Wd��

�7�K�L�V �D�F�F�R�X�Q�W�V �I�R�U �W�K�H �D�S�S�D�U�H�Q�W �Q�X�P�E�H�U �G�H�Q�V�L�W�\ �I�U�R�P �W�K�H �G�L�V�N�V �Y�L�H�Z �D�Q�G �W�K�H �U�H�V�X�O�W�L�Q�J

�F�R�O�O�L�V�L�R�Q �S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\��A �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �D�U�H�D �W�K�D�W �L�V �R�F�F�X�S�L�H�G �E�\ �D �V�L�Q�J�O�H

�D�G�S�D�U�W�L�F�O�H �D�W �P�R�Q�R�O�D�\�H�U �F�R�Y�H�U�D�J�H �D�Q�G� �L�V �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H �L�Q �0�/�� �7�K�H

�G�H�U�L�Y�D�W�L�R�Q �R�I �(�T�� ������������ �L�V �G�H�Y�H�O�R�S�H�G �L�Q �W�K�H �$�S�S�H�Q�G�L�[ �R�I �>���� �@��

���+�i�B�p���i�2�/ �C�m�K�T �.�B�z�m�b�B�Q�M

�)�R�U �W�K�H �F�D�V�H �W�K�D�W �W�K�H �D�G�S�D�U�W�L�F�O�H �P�R�W�L�R�Q �L�V �J�R�Y�H�U�Q�H�G �E�\ �W�K�H �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �S�D�U�W�L�F�O�H

�Z�L�W�K �D �V�W�U�R�Q�J�O�\ �F�R�U�U�X�J�D�W�H�G �V�X�U�I�D�F�H�� �L�W�V �P�R�W�L�R�Q �F�D�Q �E�H �Z�H�O�O �G�H�V�F�U�L�E�H�G �E�\ �W�K�H�&�K�X�G�O�H�\��

�(�O�O�L�R�W�W ���&�(���P�R�G�H�O �R�I �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �>���� ������ �@�� �,�W �D�V�V�X�P�H�V �W�K�D�W �D �S�D�U�W�L�F�O�H �U�H�V�W�V �D�G�V�R�U�E�H�G

�I�R�U �D �W�L�P�H� �D�W �D�Q �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�L�W�H�� �E�H�I�R�U�H �L�W �P�R�Y�H�V �L�Q�V�W�D�Q�W�D�Q�H�R�X�V�O�\ �W�R �D�Q�R�W�K�H�U �D�G�V�R�U�S��

�W�L�R�Q �V�L�W�H�� �,�Q �W�K�H �P�R�V�W �V�L�P�S�O�H �F�D�V�H�� �P�R�W�L�R�Q �K�D�S�S�H�Q�V �R�Q �D �%�U�D�Y�D�L�V �O�D�W�W�L�F�H�� �7�K�H �V�\�V�W�H�P

�F�D�Q �W�K�H�Q �E�H �G�H�V�F�U�L�E�H�G �E�\ �D �U�D�W�H �H�T�X�D�W�L�R�Q��

@
@t

P(r , t ) =
1

n�

X

li

[P(r + li , t ) ! P(r , t )] , ������������

�Z�L�W�K �W�K�H �S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\P(r , t ) �R�I �“�Q�G�L�Q�J �D�Q �D�G�S�D�U�W�L�F�O�H �D�W �D �S�R�V�L�W�L�R�Qr �D�W �D �W�L�P�Ht �D�Q�G

�W�K�H �S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\P(r + li , t ) �R�I �“�Q�G�L�Q�J �L�W �D�Wr + li �� �Z�K�H�U�Hli �L�V �W�K�H �M�X�P�S �Y�H�F�W�R�U�� �Z�K�L�F�K

����



������ �1�H�X�W�U�R�Q �6�F�D�W�W�H�U�L�Q�J

�F�R�Q�Q�H�F�W�V �W�K�H �L�Q�L�W�L�D�O �Z�L�W�K �W�K�H �“�Q�D�O �S�R�V�L�W�L�R�Q �R�I �D �M�X�P�S��P(r , t ) �L�V �L�G�H�Q�W�L�F�D�O �W�R �W�K�H �V�H�O�I

�F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q �I�X�Q�F�W�L�R�Q��Ginc (r , t ) = P(r , t )�� �7�K�H �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�O �U�D�W�H �H�T�X�D�W�L�R�Q �F�D�Q �E�H �V�R�O�Y�H�G

�E�\ �)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P�D�W�L�R�Q�� �Z�K�H�U�H �W�K�H �)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P �R�IGinc (r , t ) �L�V �L�G�H�Q�W�L�“�H�G �Z�L�W�K

�W�K�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W�,�6�)Iinc (Q, t )��

@
@t

Iinc (Q, t ) =
1

n�

X

li

Iinc (Q, t )[e! iQ.li ! 1]. ������������

�7�K�H �V�R�O�X�W�L�R�Q �L�V �W�K�H�Q �J�L�Y�H�Q �E�\ �D�Q �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O�O�\ �G�H�F�D�\�L�Q�J�,�6�)��

Iinc (Q, t ) = Iinc (Q, 0)e! � ! (Q)t , ������������

�Z�K�H�U�H �W�K�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H� ! (Q) �K�D�V �E�H�H�Q �G�H�“�Q�H�G �D�V��

� ! (Q) =
1

n�

X

li

[1 ! e! iQ.li ] =
1

n�
[n ! 2

X

li > 0

cos(Q.li )] =
4

n�

X

li > 0

sin2(
Q.li
2

), ������������

�Z�K�H�U�H �X�V�H �K�D�V �E�H�H�Q �P�D�G�H �R�I �W�K�H �I�D�F�W �W�K�D�W �I�R�U�Z�D�U�G �D�Q�G �E�D�F�N�Z�D�U�G �M�X�P�S�V �D�U�H �H�T�X�L�Y��

�D�O�H�Q�W�� �7�K�L�V �U�H�V�X�O�W �U�H�O�D�W�H�V �W�K�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �W�R �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �V�L�J�Q�D�O �P�H�D�V�X�U�H�G �L�Q

�D�Q �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�� �,�Q �D �V�S�L�Q���H�F�K�R �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�� �Z�K�H�U�H �W�K�H�,�6�)�L�V �P�H�D�V�X�U�H�G �Y�L�D �W�K�H �E�H�D�P

�S�R�O�D�U�L�V�D�W�L�R�Q�� �D �V�L�Q�J�O�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �L�V �R�E�V�H�U�Y�H�G�� �,�Q �D�7�2�)�H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�� �W�K�H �P�H�D��

�V�X�U�H�P�H�Q�W �L�Q �H�Q�H�U�J�\ �V�S�D�F�H �\�L�H�O�G�V �L�W�V �)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P�� �7�K�H�'�6�) �W�K�X�V �E�H�F�R�P�H�V �D

�/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �I�X�Q�F�W�L�R�Q��

S(Q, ! ) =
1
�

� ! (Q)
� ! (Q)2 + ! 2 . ������������

�,�Q �W�K�H �F�D�V�H �W�K�D�W �K�R�S�S�L�Q�J �R�F�F�X�U�V �R�Q �D �Q�R�Q���%�U�D�Y�D�L�V �O�D�W�W�L�F�H�� �P�R�U�H �F�R�P�S�O�H�[ �P�R�G�H�O�V �K�D�Y�H

�W�R �W�D�N�H �L�Q�W�R �D�F�F�R�X�Q�W �H�Q�H�U�J�H�W�L�F�D�O �D�Q�G �J�H�R�P�H�W�U�L�F�D�O �V�L�W�H �L�Q�H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�F�H�V �>���� �� ���� �@�� �$�Q

�L�O�O�X�V�W�U�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �S�R�V�V�L�E�O�H �M�X�P�S�V �R�Q �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L���������� �D�Q�G �R�Q �W�K�H �1�L���������� �O�D�W�W�L�F�H

�F�D�Q �E�H �V�H�H�Q �L�Q �)�L�J���������� �-�X�P�S�V �E�H�W�Z�H�H�Q�K�R�O�O�R�Z�V�L�W�H�V �R�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H �D�Q�G�W�R�S�V�L�W�H�V �R�Q

�1�L���������� �D�U�H �J�H�R�P�H�W�U�L�F�D�O�O�\ �L�G�H�Q�W�L�F�D�O �D�Q�G �I�R�U�P �D �%�U�D�Y�D�L�V �O�D�W�W�L�F�H�� �-�X�P�S�V �E�H�W�Z�H�H�Q�W�R�S

�V�L�W�H�V �R�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H �D�Q�G�K�R�O�O�R�Z�V�L�W�H�V �R�Q �1�L���������� �I�R�U�P �W�Z�R �%�U�D�Y�D�L�V �V�X�E���O�D�W�W�L�F�H�V �W�K�D�W �P�D�\

�E�H �H�Q�H�U�J�H�W�L�F�D�O�O�\ �Q�R�Q���G�H�J�H�Q�H�U�D�W�H�� �J�L�Y�L�Q�J �U�L�V�H �W�R �W�Z�R �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �U�D�W�H�V��

�,�I �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�H�G �V�D�P�S�O�H �L�V �Q�R�W �D �V�L�Q�J�O�H �F�U�\�V�W�D�O�� �L�V�R�W�U�R�S�L�F �D�Q�J�X�O�D�U �D�Y�H�U�D�J�L�Q�J �K�D�V �W�R �E�H

�S�H�U�I�R�U�P�H�G �V�L�Q�F�H �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�H�G �Q�H�X�W�U�R�Q �V�L�J�Q�D�O �O�V�H�H�V�P �W�K�H �M�X�P�S�L�Q�J �D�G�S�D�U�W�L�F�O�H �I�U�R�P

����



�� �0�H�W�K�R�G�V

�)�L�J�X�U�H �������� �,�O�O�X�V�W�U�D�W�L�R�Q �R�I �S�R�V�V�L�E�O�H �M�X�P�S�V �E�H�W�Z�H�H�Q �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�L�W�H�V �R�Q �W�K�H ������������
�E�D�V�D�O �S�O�D�Q�H �R�I �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L������������ �5�H�G���K�R�O�O�R�Z�J�K�R�O�O�R�Z�M�X�P�S�V �R�Q �W�K�H
�J�U�D�S�K�H�Q�H �V�X�U�I�D�F�H�� �*�U�H�H�Q���W�R�S�J�W�R�S�M�X�P�S�V �R�Q �1�L������������ �'�D�U�N �2�U�D�Q�J�H �D�Q�G
�3�X�U�S�O�H�� �7�Z�R �S�R�V�V�L�E�L�O�L�W�L�H�V �R�I�W�R�S�J�W�R�S�M�X�P�S�V �R�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H�� �/�L�J�K�W �2�U�D�Q�J�H
�D�Q�G �3�X�U�S�O�H�� �7�Z�R �S�R�V�V�L�E�L�O�L�W�L�H�V �R�I�K�R�O�O�R�Z�J�K�R�O�O�R�Z�M�X�P�S�V �R�Q �1�L������������

�D�O�O �S�R�V�V�L�E�O�H �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�V�� �$ �F�R�P�P�R�Q �D�S�S�U�R�D�F�K �W�R �W�K�L�V �D�Y�H�U�D�J�L�Q�J �F�R�Q�V�L�V�W�V �L�Q �D�Q�J�X�O�D�U

�D�Y�H�U�D�J�L�Q�J �R�I �(�T�� �������������� �,�Q �W�K�H �F�D�V�H �R�I ���' �L�V�R�W�U�R�S�\�� �W�K�L�V �L�Q�W�H�J�U�D�W�L�R�Q �\�L�H�O�G�V �>���� ������ �@��

� ! (Q) =
1

4�

Z
dsin� d�

1
�

[1 ! e! iQl sin � sin � ] =
1
�

[1 !
sinQl

Ql
] =

1
�

[1 ! J1=2(Ql)], ������������

�Z�K�H�U�HJ1=2(Ql) �L�V �W�K�H �]�H�U�R�W�K �R�U�G�H�U �V�S�K�H�U�L�F�D�O �%�H�V�V�H�O �I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �“�U�V�W �N�L�Q�G�� �,�Q �W�K�H

�F�D�V�H �R�I ���' �L�V�R�W�U�R�S�\�� �L�Q�W�H�J�U�D�W�L�R�Q �R�Y�H�U� �\�L�H�O�G�V��

� ! (Q) =
1

2�

Z
d�

1
�

[1 ! e! iQl sin � sin � ] =
1
�

[1 ! J0(Ql sin� )], ������������

�Z�K�H�U�HJ0(Ql sin� ) �L�V �W�K�H �]�H�U�R�W�K �R�U�G�H�U �F�\�O�L�Q�G�U�L�F�D�O �%�H�V�V�H�O �I�X�Q�F�W�L�R�Q�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �H�Y�H�Q �L�Q �W�K�H

�H�D�U�O�\ �S�X�E�O�L�F�D�W�L�R�Q�V �L�W �K�D�V �E�H�H�Q �S�R�L�Q�W�H�G �R�X�W �W�K�D�W �W�K�L�V �D�S�S�U�R�D�F�K �L�V �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�Y�H �L�Q �W�K�H

�V�H�Q�V�H �W�K�D�W �L�Q�V�H�U�W�L�Q�J �W�K�H �D�Y�H�U�D�J�H�G� ! (Q) �L�Q�W�R �(�T�� ������������ �D�V�V�X�P�H�V �D �V�L�Q�J�O�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q

�E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J�� �Z�K�L�O�H �W�K�H �O�F�R�U�U�H�F�W�P �Z�D�\ �W�R �D�Y�H�U�D�J�H �G�L�U�H�F�W�O�\ �(�T�� ������������ �R�Y�H�U �D�O�O �D�Q�J�O�H�V��

�U�H�V�X�O�W�V �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �L�Q �D �Q�R�Q���/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q�4�(�1�6�E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �>���� �@�� �7�K�L�V �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q �K�D�V �W�R

�E�H �S�H�U�I�R�U�P�H�G �Q�X�P�H�U�L�F�D�O�O�\�� �V�X�F�K �D �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q �L�V �G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �G�H�W�D�L�O �L�Q �6�H�F����������

����



������ �+�H�O�L�X�P �$�W�R�P �6�F�D�W�W�H�U�L�Q�J

�j�X�j �>�2�H�B�m�K ���i�Q�K �a�+���i�i�2�`�B�M�;

�j�X�j�X�R �h�?�2�`�K���H �>�2�H�B�m�K ���i�Q�K �a�+���i�i�2�`�B�M�; �h�?�2�Q�`�v

�+�H�O�L�X�P �D�W�R�P�V �Z�L�W�K �W�K�H�U�P�D�O �N�L�Q�H�W�L�F �H�Q�H�U�J�L�H�V �D�U�H �Z�H�O�O �V�X�L�W�H�G �I�R�U �V�W�X�G�\�L�Q�J �V�X�U�I�D�F�H�V �I�R�U

�V�H�Y�H�U�D�O �U�H�D�V�R�Q�V ���V�H�H �)�L�J���������� �I�R�U �D �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �R�I �W�K�H �V�S�H�F�W�U�D�O �U�D�Q�J�H �R�I �V�H�Y�H�U�D�O �V�X�U��

�I�D�F�H �V�F�L�H�Q�F�H �W�H�F�K�Q�L�T�X�H�V���� �7�K�H�U�P�D�O �H�Q�H�U�J�\ �K�H�O�L�X�P �D�W�R�P�V �K�D�Y�H �D �Z�D�Y�H�O�H�Q�J�W�K �W�K�D�W �F�R�U��
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�6�Z�L�W�F�K�L�Q�J �W�R �W�K�H �I�D�U �H�Q�G �R�I �W�K�H �L�Q�V�W�U�X�P�H�Q�W�� �W�K�H3�+�H �D�W�R�P�V �H�Q�W�H�U �D �F�X�V�W�R�P �E�X�L�O�W �G�H�W�H�F��

�W�R�U�� �Z�K�H�U�H �W�K�H�\ �E�H�F�R�P�H �L�R�Q�L�V�H�G �W�K�U�R�X�J�K �V�R�O�H�Q�R�L�G�D�O�� �P�D�J�Q�H�W�L�F�D�O�O�\ �F�R�Q�“�Q�H�G �H�O�H�F�W�U�R�Q

�E�R�P�E�D�U�G�P�H�Q�W �>���� �@�� �D�L�P�L�Q�J �D�W �K�L�J�K �G�H�W�H�F�W�L�R�Q �H�I�“�F�L�H�Q�F�\ �D�Q�G �O�R�Z �P�X�O�W�L�S�O�H �L�R�Q�L�V�D�W�L�R�Q

���S�R�L�Q�W �) �L�Q �)�L�J��������������

����



������ �+�H�O�L�X�P �$�W�R�P �6�F�D�W�W�H�U�L�Q�J

�)�L�J�X�U�H ���������� �6�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �J�H�R�P�H�W�U�\ �D�W �W�K�H�+�H�6�(�V�S�H�F�W�U�R�P�H�W�H�U �I�R�U �V�S�H�F�X�O�D�U �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J
���D�� �D�Q�G �R�I�I���V�S�H�F�X�O�D�U �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J ���E���� �7�K�H �W�R�W�D�O �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �D�Q�J�O�H �L�V �“�[�H�G �D�W
���������r �D�Q�G �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U �L�V �D�F�K�L�H�Y�H�G �E�\ �W�L�O�W�L�Q�J �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �S�O�D�Q�H��
�)�U�R�P �>���� �@��

�a�+���i�i�2�`�B�M�; �:�2�Q�K�2�i�`�v

�7�K�H �F�H�Q�W�U�D�O �S�D�U�W �R�I �W�K�H �L�Q�V�W�U�X�P�H�Q�W �F�R�Q�V�L�V�W�V �R�I �D �U�R�W�D�W�D�E�O�H �V�D�P�S�O�H �P�R�X�Q�W �L�Q �W�K�H �F�H�Q�W�U�H

�R�I �D�X�O�W�U�D �K�L�J�K �Y�D�F�X�X�P ���8�+�9���F�K�D�P�E�H�U�� �Z�K�H�U�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�U�R�P �D �V�D�P�S�O�H �W�D�N�H�V �S�O�D�F�H��

�7�K�H �L�Q�F�R�P�L�Q�J �D�Q�G �R�X�W�J�R�L�Q�J �E�H�D�P �D�U�H �“�[�H�G �D�W �D�Q �D�Q�J�O�H �R�I ���������r�� �Z�K�L�O�H �D �P�R�P�H�Q�W�X�P

�W�U�D�Q�V�I�H�U�p = ~�k �L�V �D�F�K�L�H�Y�H�G �E�\ �U�R�W�D�W�L�Q�J �W�K�H �V�D�P�S�O�H �S�O�D�Q�H ���V�H�H �)�L�J�������������� �)�R�U

�H�O�D�V�W�L�F �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �W�K�H �S�D�U�D�O�O�H�O �D�Q�G �S�H�U�S�H�Q�G�L�F�X�O�D�U �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U���k k �D�Q�G�k ? ��

�F�D�Q �E�H �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �I�U�R�P �V�L�P�S�O�H �W�U�L�J�R�Q�R�P�H�W�U�\��

�k k = jki j sin� i jkf j sin� f = jki j sin� i jkf j sin(� total � i ) ������������

�k ? = jki j cos� i jkf j cos� f = jki j cos� i jkf j cos(� total � i ). ������������

�)�X�U�W�K�H�U�P�R�U�H�� �W�K�H �V�D�P�S�O�H �F�D�Q �E�H �U�R�W�D�W�H�G �L�Q �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �S�O�D�Q�H�� �D�O�O�R�Z�L�Q�J �W�R �G�L�U�H�F�W �W�K�H

�P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U �W�R�Z�D�U�G�V �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �F�U�\�V�W�D�O �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�V�� �$�V �P�H�Q�W�L�R�Q�H�G �E�H�I�R�U�H�� �W�K�H

�P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U �L�V �F�R�P�P�R�Q�O�\ �G�H�Q�R�W�H�G �E�\�k �� �L�Q �F�R�Q�W�U�D�V�W �W�RQ �L�Q �Q�H�X�W�U�R�Q �V�F�D�W�W�H�U��

�L�Q�J�� �)�X�U�W�K�H�U�P�R�U�H�� �Z�H �Z�L�O�O �U�H�I�H�U �E�\�k �W�R �W�K�H�S�D�U�D�O�O�H�O�F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �P�R�P�H�Q�W�X�P

�W�U�D�Q�V�I�H�U �R�Q�O�\�� �V�L�Q�F�H �Z�H �D�U�H �V�W�X�G�\�L�Q�J �V�W�U�X�F�W�X�U�H �D�Q�G �G�\�Q�D�P�L�F�V �D�W �D �t�D�W �V�X�E�V�W�U�D�W�H �V�X�U��

�I�D�F�H���k := �k k�� �$�O�V�R�� �W�K�H �S�H�U�S�H�Q�G�L�F�X�O�D�U �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�k ? �L�V �L�Q �R�X�U �L�Q�V�W�U�X�P�H�Q�W�D�O

����



�� �0�H�W�K�R�G�V

�V�H�W�X�S �Y�H�U�\ �K�L�J�K�� �E�X�W �D�O�P�R�V�W �F�R�Q�V�W�D�Q�W�� �$�V�V�X�P�L�Q�J �D �� �P�H�9 �D�W�W�U�D�F�W�L�Y�H �S�R�W�H�Q�W�L�D�O �D�Q�G

�E�H�D�P �H�Q�H�U�J�\ �R�I �� �P�H�9�� �L�Q �W�K�H �D�F�F�H�V�V�L�E�O�H �D�Q�J�X�O�D�U �U�D�Q�J�H �R�I �D�E�R�X�W� ���� �r �R�I�I���V�S�H�F�X�O�D�U

�V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �W�K�H �S�H�U�S�H�Q�G�L�F�X�O�D�U �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U �L�V �O�L�P�L�W�H�G �W�R ��� �k ? � �� �‡! 1��

�a�T�B�M�@�1�+�?�Q �*�`�2���i�B�Q�M

�7�K�H �K�H�O�L�X�P �E�H�D�P �S�D�V�V�H�V �D ������ �7 �K�H�[�D�S�R�O�H �P�D�J�Q�H�W �Z�L�W�K �D �O�L�Q�H�D�U �“�H�O�G �J�U�D�G�L�H�Q�W �W�K�D�W

�I�R�F�X�V�V�H�V �R�Q�H �V�S�L�Q �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W �R�I �W�K�H �E�H�D�P �D�Q�G �G�H�I�R�F�X�V�V�H�V �W�K�H �R�W�K�H�U �R�Q�H ���S�R�L�Q�W �% �L�Q

�)�L�J�������������� �7�K�H3�+�H �D�W�R�P�V �R�I �W�K�H �G�H�I�R�F�X�V�V�H�G �E�H�D�P �D�U�H �S�X�P�S�H�G �D�Z�D�\ �D�Q�G �Z�K�D�W

�U�H�P�D�L�Q�V �L�V �D �K�L�J�K�O�\ �I�R�F�X�V�V�H�G�� �V�S�L�Q �S�R�O�D�U�L�V�H�G3�+�H �E�H�D�P�� �6�S�L�Q �S�U�H�F�H�V�V�L�R�Q �L�V �W�K�H�Q

�D�F�K�L�H�Y�H�G �E�\ �W�Z�R �S�U�H�F�H�V�V�L�R�Q �V�R�O�H�Q�R�L�G�V �R�I �������� �P �O�H�Q�J�W�K �H�D�F�K �L�Q �W�K�H �L�Q�F�R�P�L�Q�J �D�Q�G

�R�X�W�J�R�L�Q�J �E�H�D�P�� �W�K�D�W �F�U�H�D�W�H �D �P�D�[�L�P�X�P �“�H�O�G �R�I �������� �7 �D�W �D �P�D�[�L�P�X�P �H�O�H�F�W�U�L�F�D�O �F�X�U��

�U�H�Q�W �R�I �� �$ ���S�R�L�Q�W �& �D�Q�G �' �L�Q������������ �)�L�Q�D�O�O�\�� �W�K�H �E�H�D�P �S�D�V�V�H�V �D �K�H�[�D�S�R�O�H �D�Q�D�O�\�V�H�U �W�K�D�W

�X�V�H�V �W�K�H �V�D�P�H �I�X�Q�F�W�L�R�Q�L�Q�J �D�V �W�K�H �S�R�O�D�U�L�V�H�U ���S�R�L�Q�W �( �L�Q������������

�>�2�H�B�m�K �a�T�B�M�@�1�+�?�Q �a�T�2�+�i�`�Q�b�+�Q�T�v

�7�K�H �V�S�L�Q���H�F�K�R �S�U�L�Q�F�L�S�O�H �I�R�U �K�H�O�L�X�P �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �Z�R�U�N�V �L�Q �D�Q�D�O�R�J�\ �W�R �L�W�V �F�R�X�Q�W�H�U�S�D�U�W �L�Q

�Q�H�X�W�U�R�Q �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J ���V�H�H �6�H�F���������������� �H�[�S�H�F�W �I�R�U �W�K�H �G�L�V�F�X�V�V�H�G �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H�V �L�Q �W�K�H �V�F�D�W��

�W�H�U�L�Q�J �S�U�R�F�H�V�V��

�7�K�H �P�H�D�V�X�U�H�G �S�R�O�D�U�L�V�D�W�L�R�Q �D�P�S�O�L�W�X�G�H �D�W �W�K�H �V�S�L�Q���H�F�K�R �S�R�L�Q�W �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V�� �L�J�Q�R�U�L�Q�J

�I�R�U �W�K�H �P�R�P�H�Q�W �W�K�H �I�R�U�P �I�D�F�W�R�U�� �W�R �W�K�H �U�H�D�O �S�D�U�W �R�I �W�K�H �Q�R�U�P�D�O�L�V�H�G�,�6�)< (I(�k , t )) ��

�%�\ �L�Q�W�U�R�G�X�F�L�Q�J �D�Q �D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �S�K�D�V�H �V�K�L�I�W �R�I�= 2�� �W�K�H �L�P�D�J�L�Q�D�U�\ �S�D�U�W=(I(�k , t )) �F�D�Q

�E�H �P�H�D�V�X�U�H�G �D�V �Z�H�O�O�� �7�K�H �W�Z�R �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G �W�R �W�K�H �V�\�P�P�H�W�U�L�F�D�O �D�Q�G

�D�Q�W�L���V�\�P�P�H�W�U�L�F�D�O �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �L�Q! �R�IS(�k , ! )�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �:�K�L�O�H �V�X�U�I�D�F�H �G�L�I�I�X��

�V�L�R�Q �S�U�R�F�H�V�V�H�V �D�U�H �H�Q�W�L�U�H�O�\ �V�\�P�P�H�W�U�L�F �L�Q! �� �D�G�V�R�U�E�D�W�H �Y�L�E�U�D�W�L�R�Q�D�O �P�R�G�H�V �R�U �V�X�E�V�W�U�D�W�H

�S�K�R�Q�R�Q�V �P�D�\ �L�Q�W�U�R�G�X�F�H �D�V�\�P�P�H�W�U�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V�� �7�K�H �I�X�O�OS(�k , ! ) �F�D�Q �E�H �U�H�F�R�Q��

�V�W�U�X�F�W�H�G �E�\ �)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �I�U�R�P �E�R�W�K �S�D�U�W�V �>���� �@��

�j�X�j�X�j �.�2 �:�2�M�M�2�b �L���`�`�Q�r�B�M�; �B�M �>�2�H�B�m�K �a�T�B�M�@�1�+�?�Q

�'�H �*�H�Q�Q�H�V�� �D�I�W�H�U �Z�K�R�P �W�K�H �H�I�I�H�F�W �Z�D�V �Q�D�P�H�G�� �Z�D�V �W�K�H �“�U�V�W �W�R �J�L�Y�H �D�Q �H�[�S�O�D�Q�D�W�L�R�Q �I�R�U

�D�Q �D�S�S�D�U�H�Q�W �Q�D�U�U�R�Z�L�Q�J �R�I �W�K�H�4�(�1�6�E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �R�I �W�K�H�'�6�) S(Q, ! )�� �Z�K�L�F�K �P�L�U�U�R�U�H�G

S(Q)�� �%�\ �F�D�O�F�X�O�D�W�L�Q�J �K�L�J�K�H�U �R�U�G�H�U �P�R�P�H�Q�W�V �R�IS(Q, ! )�� �K�H �V�K�R�Z�H�G �W�K�D�W �L�Q �W�K�H �F�D�V�H �R�I

����



������ �+�H�O�L�X�P �$�W�R�P �6�F�D�W�W�H�U�L�Q�J

�G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q�� �Y�H�O�R�F�L�W�\ �F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q�V �R�I �Q�H�L�J�K�E�R�X�U�L�Q�J �D�W�R�P�V �U�H�V�X�O�W �L�Q �D �V�O�R�Z�H�U �G�H�F�R�U�U�H�O�D��

�W�L�R�Q �L�Q �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �D�Q�G �W�K�X�V �D �Q�D�U�U�R�Z�L�Q�J �R�IS(Q, ! ) �I�R�U �W�K�H �F�D�V�H �R�I �F�R�K�H�U�H�Q�W �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J

�>���� �@�� �3�X�V�H�\ �I�R�X�Q�G �D �V�L�P�L�O�D�U �U�H�V�X�O�W �L�Q �G�\�Q�D�P�L�F �O�L�J�K�W �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �D �W�H�F�K�Q�L�T�X�H �W�K�D�W �E�D�V�L��

�F�D�O�O�\ �P�H�D�V�X�U�H�V �W�K�H�,�6�)I(Q, t ) �>���� �@�� �+�H �V�W�D�W�H�G �W�K�D�W �I�R�U �%�U�R�Z�Q�L�D�Q���W�\�S�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �Z�K�H�U�H

�W�K�H�,�6�)�L�V �J�L�Y�H�Q �E�\I(Q, t ) = I(Q, 0) exp(! DQ2t ) �Z�L�W�K �W�K�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�WD�� �D�Q �H�I��

�I�H�F�W�L�Y�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�WDe� �L�V �R�E�V�H�U�Y�H�G �Z�L�W�KDe� = D=I(Q, 0)��

�6�L�Q�F�H �W�K�H�U�P�D�O �K�H�O�L�X�P �D�W�R�P�V �V�F�D�W�W�H�U �F�R�K�H�U�H�Q�W�O�\�� �D�Q�,�6�)�P�H�D�V�X�U�H�G �L�Q �D�+�H�6�(�P�H�D�V�X�U�H��

�P�H�Q�W �L�V �V�X�E�M�H�F�W �W�R �G�H �*�H�Q�Q�H�V �Q�D�U�U�R�Z�L�Q�J�� �:�L�W�K �U�H�J�D�U�G �W�R �V�X�U�I�D�F�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �W�K�L�V �I�D�F�W

�F�R�P�S�O�L�F�D�W�H�V �G�D�W�D �D�Q�D�O�\�V�L�V�� �V�L�Q�F�H �P�R�V�W �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �P�R�G�H�O�V �D�V�V�X�P�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �V�F�D�W�W�H�U��

�L�Q�J�� �,�I �W�K�H �V�W�U�X�F�W�X�U�H �I�D�F�W�R�US(�k ) �L�V �N�Q�R�Z�Q�� �D�Q �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�W�� �F�R�U��

�U�H�F�W�H�G �E�\ �W�K�H �V�W�U�X�F�W�X�U�D�O �H�I�I�H�F�W�V �I�U�R�P �G�H �*�H�Q�Q�H�V �Q�D�U�U�R�Z�L�Q�J�� �F�D�Q �E�H �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �E�\

�V�L�P�S�O�H �P�X�O�W�L�S�O�L�F�D�W�L�R�Q �Z�L�W�KS(�k )�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �L�Q �K�H�O�L�X�P �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �W�K�H �I�R�U�P �I�D�F�W�R�U �K�D�V

�D�Q �L�P�S�R�U�W�D�Q�W �H�I�I�H�F�W �R�Q �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �D�P�S�O�L�W�X�G�H�� �Z�K�L�F�K �F�R�P�S�O�L�F�D�W�H�V �D �G�H�W�H�U�P�L�Q�D�W�L�R�Q

�R�IS(�k )��

�:�K�D�W �Z�H �Z�L�O�O �G�L�V�F�X�V�V �L�Q �W�K�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �L�V �D �S�U�H�O�L�P�L�Q�D�U�\ �F�R�U�U�H�F�W�L�R�Q �S�U�R�F�H�G�X�U�H�� �Z�K�L�F�K

�Z�H �K�D�Y�H �Q�R�W �\�H�W �X�Q�G�H�U�V�W�R�R�G �L�Q �G�H�W�D�L�O�� �E�X�W �Z�K�L�F�K �V�H�H�P�V �W�R �D�O�O�R�Z �X�V �W�R �F�D�O�F�X�O�D�W�H �W�K�H

�L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H� inc (�k ) �R�I �D �V�X�U�I�D�F�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �S�U�R�F�H�V�V �I�U�R�P �L�W�V

�F�R�K�H�U�H�Q�W �F�R�X�Q�W�H�U�S�D�U�W��� (�k )�� �Z�K�L�F�K �L�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �E�\ �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V��

�,�Q �W�K�H�+�H�6�(�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �W�K�D�W �D�U�H �G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �W�K�L�V �W�K�H�V�L�V�� �Q�D�P�H�O�\ �L�Q �W�K�H �V�\�V�W�H�P

�R�I �G�L�I�I�X�V�L�Q�J �E�H�Q�]�H�Q�H �P�R�O�H�F�X�O�H�V �R�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L���������� ���&�K�D�S���� �� �D�Q�G �L�Q �W�K�H �V�\�V�W�H�P �R�I

�G�L�I�I�X�V�L�Q�J �+2�2 �P�R�O�H�F�X�O�H�V �R�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L���������� ���&�K�D�S���� ���� �D�Q�L�Q�F�U�H�D�V�H�R�I �W�K�H �G�H�F�R�U�U�H��

�O�D�W�L�R�Q �U�D�W�H� (�k ) �Z�D�V �R�E�V�H�U�Y�H�G�� �W�K�D�W �L�V �S�U�R�S�R�U�W�L�R�Q�D�O �W�R �W�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F�,�6�)Iqe(�k , t )��

�D �E�H�K�D�Y�L�R�X�U �Z�K�L�F�K �V�H�H�P�V �D�W �“�U�V�W �J�O�D�Q�F�H �W�R �E�H �W�K�H �L�Q�Y�H�U�V�H �R�I �D �G�H �*�H�Q�Q�H�V �Q�D�U�U�R�Z�L�Q�J

���D �Q�D�U�U�R�Z�H�GS(�k , ! ) �Z�R�X�O�G �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G �W�R �D�G�H�F�U�H�D�V�H�L�Q� (�k )���� �:�H �K�D�Y�H �W�K�H �L�G�H�D

�W�K�D�W �W�K�L�V �D�S�S�D�U�H�Q�W �L�Q�Y�H�U�V�L�R�Q �R�I �W�K�H �G�H �*�H�Q�Q�H�V �H�I�I�H�F�W �V�W�H�P�V �I�U�R�P �Q�R�U�P�D�O�L�V�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H

�,�6�)��

�/�H�W �X�V �D�V�V�X�P�H �D �V�\�V�W�H�P �W�K�D�W �F�R�Q�V�L�V�W�V �R�I �G�L�I�I�X�V�L�Q�J �P�R�O�H�F�X�O�H�V �R�Q �D �V�X�U�I�D�F�H�� �Z�K�H�U�H �W�K�H

�G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�D�X�V�H�V �D�Q �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �R�I �W�K�H�,�6�)�Z�L�W�K �D�k ���G�H�S�H�Q�G�H�Q�W �F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H��

�F�D�\ �U�D�W�H� coh(�k )�� �W�K�H�Q �W�K�H�,�6�)�L�V �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �J�L�Y�H�Q �E�\��

~I(�k , t ) = ~Iqe(�k ) exp[� coh(�k ) � t ] + ~Iel,ad(�k ) + ~Iel,su(�k ), ������������

�Z�K�H�U�H~Iqe(�k ) �L�V �W�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�H �W�K�D�W �V�W�H�P�V �I�U�R�P �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�U�R�P �G�L�I�I�X�V�L�Q�J

�P�R�O�H�F�X�O�H�V�� �D�Q�G~Iel,ad(�k ) �L�V �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�H �W�K�D�W �V�W�H�P�V �I�U�R�P �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�U�R�P

����



�� �0�H�W�K�R�G�V

�L�P�P�R�E�L�O�H �D�G�V�R�U�E�D�W�H �P�R�O�H�F�X�O�H�V��~Iel,su(�k ) �L�V �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�H �I�U�R�P �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J

�R�I �W�K�H �V�X�E�V�W�U�D�W�H�� �7�K�H �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �L�V �V�X�E�M�H�F�W �W�R �G�H �*�H�Q�Q�H�V �Q�D�U�U�R�Z�L�Q�J�� �Z�K�L�F�K �U�H�O�D�W�H�V

�W�K�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �W�R �W�K�H �F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H�F�D�\ �U�D�W�H��� coh(�k ) = � inc (�k )=Sad(�k )�� �Z�L�W�K �W�K�H

�V�W�U�X�F�W�X�U�H �I�D�F�W�R�U�R�I �W�K�H �D�G�V�R�U�E�D�W�H��

Sad(�k ) = Sqe(�k ) + Sel,ad(�k ), ������������

�Z�K�H�U�H �Z�H �D�V�V�X�P�H �W�K�D�W~Iqe(�k ) = jFad(�k , ! )j2 �Sqe(�k ) �D�Q�G~Iel,ad(�k ) = jFad(�k , ! )j2 �

Sel,ad(�k )�� �Z�L�W�K �W�K�H �I�R�U�P �I�D�F�W�R�U �R�I �W�K�H �D�G�V�R�U�E�D�W�HFad(�k , ! ) ���(�T�� ����������������

�,�Q �D�+�H�6�(�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�� �W�K�H �S�R�O�D�U�L�V�D�W�L�R�Q �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �D�Q�,�6�)�W�K�D�W �L�V �Q�R�U�P�D�O�L�V�H�G

�E�\I(�k , t ) = ~I(�k , t )=~I(�k , 0)��

I(�k , t ) = Iqe(�k ) exp[� e� (�k ) � t ] + Iel,ad(�k ) + Iel,su(�k ). ������������

�Z�L�W�K �W�K�H �Q�R�U�P�D�O�L�V�H�G �D�P�S�O�L�W�X�G�H�VIqe(�k )��Iel,ad(�k ) �D�Q�GIel,su(�k )�� �)�X�U�W�K�H�U�� �Z�H �Q�R�W�H

�W�K�D�W��

Iqe(�k ) =
~Iqe(�k )
~I(�k , 0)

=
Sqe(�k )jFad(�k , ! )j2

Sad(�k , 0)jFad(�k , ! )j2 + Ssu(�k , 0)jFsu(�k , ! )j2
, ������������

�Z�L�W�K �W�K�H �V�X�E�V�W�U�D�W�H �I�R�U�P �I�D�F�W�R�UFsu(�k , ! )�� �)�R�U �W�K�H �F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H�F�D�\ �U�D�W�H� coh(�k )�� �U�H��

�D�U�U�D�Q�J�L�Q�J �W�K�H �D�E�R�Y�H �H�T�X�D�W�L�R�Q �L�P�S�O�L�H�V �I�R�U �W�K�H �G�H �*�H�Q�Q�H�V �Q�D�U�U�R�Z�L�Q�J��

� inc (�k ) = � coh(�k ) �
�

Sqe(�k )
Iqe(�k )

! j r j2 � Sel,su(�k )
�

, ������������

�Z�L�W�K �W�K�H �U�D�W�L�R �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H �I�R�U�P �I�D�F�W�R�U�Vr = Fsu(�k , ! )=Fad(�k , ! )�� �7�K�L�V �U�H�V�X�O�W �F�R�X�O�G

�H�[�S�O�D�L�Q �R�X�U �R�E�V�H�U�Y�D�W�L�R�Q�V�� �L�Q �U�H�J�L�R�Q�V�� �Z�K�H�U�H �Z�H �D�V�V�X�P�H �W�K�H �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �V�X�E��

�V�W�U�D�W�HSel,su(�k ) �W�R �E�H �Q�H�J�O�L�J�L�E�O�H�� �L���H�� �H�Y�H�U�\�Z�K�H�U�H �H�[�F�H�S�W �I�R�U �V�P�D�O�O �U�H�J�L�R�Q�V �D�U�R�X�Q�G

�G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N�V�� �W�K�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �L�V �D�O�W�H�U�H�G �E�\ �D �I�D�F�W�R�U �W�K�D�W �L�V �W�K�H �U�D�W�L�R �E�H�W�Z�H�H�Q

�W�K�H �Q�R�U�P�D�O�L�V�H�G �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�H �D�Q�G �L�W�V �V�W�U�X�F�W�X�U�H �I�D�F�W�R�U�� �)�R�U �D �G�L�V�R�U�G�H�U�H�G�� �G�L��

�O�X�W�H �D�G�V�R�U�E�D�W�H �S�K�D�V�H�� �W�K�D�W �X�Q�G�H�U�J�R�H�V �W�K�H �V�L�P�S�O�H�V�W �I�R�U�P�V �R�I �V�X�U�I�D�F�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �L���H��

�%�U�R�Z�Q�L�D�Q���W�\�S�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �E�D�O�O�L�V�W�L�F �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �R�U �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �R�Q �D �%�U�D�Y�D�L�V �O�D�W�W�L�F�H��

Sqe(�k ) �Z�R�X�O�G �E�H �L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W �R�I�k �� �,�Q �W�K�H�V�H �F�D�V�H�V��� inc (�k ) �F�D�Q �E�H �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G

�E�\ �G�L�Y�L�G�L�Q�J� coh(�k ) �E�\ �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�G �D�P�S�O�L�W�X�G�H �R�I �W�K�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\��Iqe(�k )

�D�Q�G �V�X�E�V�H�T�X�H�Q�W �U�H�V�F�D�O�L�Q�J �R�I� inc (�k ) �E�\ �D �F�R�Q�V�W�D�Q�W �V�X�F�K �W�K�D�W� coh(�k ) = � inc (�k )

����



������ �+�H�O�L�X�P �$�W�R�P �6�F�D�W�W�H�U�L�Q�J

�L�Q �U�H�J�L�R�Q�V �Z�K�H�U�H �Q�R �V�W�U�X�F�W�X�U�D�O �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �L�V �H�[�S�H�F�W�H�G�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �W�K�L�V �U�H�V�X�O�W �G�R�H�V

�Q�R�W �D�S�S�O�\ �L�Q �W�K�H �Y�L�F�L�Q�L�W�\ �R�I �V�X�E�V�W�U�D�W�H �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N�V ���Z�K�H�U�H �D�Q �D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �F�R�U�U�H�F�W�L�R�Q

�E�\jr j2 � Sel,su(�k ) �Z�R�X�O�G �E�H �Q�H�F�H�V�V�D�U�\����

�7�R �R�E�W�D�L�Q �D �U�R�X�J�K �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �I�R�U�P �I�D�F�W�R�U�V �R�I �W�K�H �V�W�X�G�L�H�G �D�G�V�R�U�E�D�W�H

�P�R�O�H�F�X�O�H�V �+2�2 �D�Q�G �E�H�Q�]�H�Q�H�� �Z�H �K�D�Y�H �W�K�H �)�U�D�X�Q�K�R�I�H�U �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\ �L�Q �W�K�H

�K�D�U�G �K�H�P�L�V�S�K�H�U�H �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q ���V�H�H �)�L�J�������������� �,�W�V �K�X�O�O �I�X�Q�F�W�L�R�Q �I�R�O�O�R�Z�V �D�S�S�U�R�[�L��

�P�D�W�H�O�\ �D�k ! 3 �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H�� �7�K�H �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q �I�R�O�O�R�Z�V �W�K�H �G�H�V�F�U�L�S�W�L�R�Q �L�Q �>���� �@�� �Z�K�H�U�H

�Z�H �K�D�Y�H �D�V�V�X�P�H�G �D�&�R�0�G�L�V�W�D�Q�F�H �D�W �W�K�H �W�X�U�Q���R�Y�H�U �S�R�L�Q�W �R�I �������� �‡ �I�R�U �+2�2 �D�Q�G �������� �‡

�I�R�U �E�H�Q�]�H�Q�H�� �7�K�H �I�R�U�P �I�D�F�W�R�U �R�I �W�K�H �V�X�E�V�W�U�D�W�H�� �D �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L���������� �V�X�U�I�D�F�H �F�D�Q �E�H

�V�H�H�Q �L�Q �D �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �V�F�D�Q �L�Q �)�L�J����������

�)�L�J�X�U�H ���������� �&�D�O�F�X�O�D�W�H�G �)�U�D�X�Q�K�R�I�H�U �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\ �Y�H�U�V�X�V�k �L�Q �W�K�H �K�D�U�G �K�H�P�L�V�S�K�H�U�H �D�S��
�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q �I�R�U �+2�2 �D�Q�G �E�H�Q�]�H�Q�H�� �*�U�H�\ �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H���k ! 3 �D�S�S�U�R�[�L�P�D��
�W�L�R�Q��

����





�9 �1�T�B�i���t�B���H �:�`���T�?�2�M�2 �:�`�Q�r�i�? �Q�M �i�?�2 �U�R�R�R�V

�a�m�`�7���+�2 �Q�7 �� �L�B�+�F�2�H �*�`�v�b�i���H

�9�X�R �A�M�i�`�Q�/�m�+�i�B�Q�M

�*�U�D�S�K�H�Q�H �D�V �D �W�U�X�O�\ �W�Z�R �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�D�O �P�D�W�H�U�L�D�O �H�[�K�L�E�L�W�V �X�Q�L�T�X�H �S�U�R�S�H�U�W�L�H�V �W�K�D�W �K�D�Y�H

�D�W�W�U�D�F�W�H�G �O�D�U�J�H �D�W�W�H�Q�W�L�R�Q �L�Q �W�K�H �O�D�V�W �G�H�F�D�G�H�� �,�W �L�V �D �V�L�Q�J�O�H �O�D�\�H�U �R�I �F�D�U�E�R�Q �D�W�R�P�V �W�K�D�W

�D�U�U�D�Q�J�H �L�Q �D �K�H�[�D�J�R�Q�D�O �K�R�Q�H�\�F�R�P�E �O�D�W�W�L�F�H �V�W�U�X�F�W�X�U�H �Z�L�W�K �D �&���& �E�R�Q�G �G�L�V�W�D�Q�F�H �R�I

�������� �‡�� �,�Q �W�K�L�V �S�O�D�Q�H�� �R�Q�H ���V �D�Q�G �W�K�H ���Sx,y �R�U�E�L�W�D�O�V �K�\�E�U�L�G�L�]�H �W�R �I�R�U�P �V�W�U�R�Q�J� �E�R�Q�G�V

�E�H�W�Z�H�H�Q �& �D�W�R�P�V�� �7�K�H ���Sz �R�U�E�L�W�D�O �I�R�U�P�V �D� �E�D�Q�G �W�K�D�W �L�V �K�D�O�I �“�O�O�H�G�� �Z�K�H�U�H �W�K�H �F�R�Q�G�X�F��

�W�L�R�Q �E�D�Q�G �D�Q�G �W�K�H �Y�D�O�H�Q�F�H �E�D�Q�G �P�H�H�W �D�W �W�K�H �)�H�U�P�L �O�H�Y�H�O �>���� �@�� �7�K�L�V �P�D�N�H�V �J�U�D�S�K�H�Q�H

�D �]�H�U�R���J�D�S �V�H�P�L�F�R�Q�G�X�F�W�R�U��

�)�L�J�X�U�H �������� �9�L�H�Z �R�I �W�K�H �S�H�U�L�R�G�L�F �W�D�E�O�H �R�I �W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q �P�H�W�D�O�V �W�K�D�W �D�O�O�R�Z �H�S�L�W�D�[�L�D�O �J�U�D�S�K��
�H�Q�H �J�U�R�Z�W�K�� �2�U�D�Q�J�H �D�Q�G �J�U�H�H�Q �K�L�J�K�O�L�J�K�W�H�G �S�D�Q�H�O�V�� �V�W�U�R�Q�J�O�\ �D�Q�G �Z�H�D�N��
�O�\ �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�Q�J �J�U�D�S�K�H�Q�H�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �%�O�X�H �D�Q�G �U�H�G �O�D�E�H�O�O�H�G �H�O�H�P�H�Q�W�V��
�O�D�W�W�L�F�H �P�D�W�F�K�H�G �D�Q�G �O�D�W�W�L�F�H �P�L�V�P�D�W�F�K�H�G �V�\�V�W�H�P�V�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �)�U�R�P �>���� �@��

�*�U�D�S�K�H�Q�H �F�D�Q �E�H �J�U�R�Z�Q �H�S�L�W�D�[�L�D�O�O�\ �R�Q �V�H�Y�H�U�D�O �P�H�W�D�O �V�X�U�I�D�F�H�V �E�\ �F�K�H�P�L�F�D�O �Y�D�S�R�X�U

�G�H�S�R�V�L�W�L�R�Q�� �Z�K�H�U�H �W�K�H �P�H�W�D�O �V�X�U�I�D�F�H �D�F�W�V �D�V �D �F�D�W�D�O�\�V�W �R�Q �F�D�U�E�R�K�\�G�U�D�W�H �S�U�H�F�X�U�V�R�U�V��

�Z�K�L�F�K �O�H�D�Y�H �F�D�U�E�R�Q �E�H�K�L�Q�G �D�W �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �>���� �@�� �(�S�L�W�D�[�L�D�O �J�U�D�S�K�H�Q�H �J�U�R�Z�W�K �R�Q �W�K�H

����



�� �(�S�L�W�D�[�L�D�O �*�U�D�S�K�H�Q�H �*�U�R�Z�W�K �R�Q �W�K�H ���������� �6�X�U�I�D�F�H �R�I �D �1�L�F�N�H�O �&�U�\�V�W�D�O

�1�L���������� �V�X�U�I�D�F�H �K�D�V �E�H�H�Q �U�H�S�R�U�W�H�G �D�V �H�D�U�O�\ �D�V �������� �>���� �� ���� �@�� �6�L�Q�F�H �W�K�H�Q�� �H�S�L�W�D�[�L�D�O

�J�U�D�S�K�H�Q�H �J�U�R�Z�W�K �E�\ �F�K�H�P�L�F�D�O �Y�D�S�R�X�U �G�H�S�R�V�L�W�L�R�Q �K�D�V �E�H�H�Q �V�X�F�F�H�V�V�I�X�O �R�Q �D �G�R�]�H�Q

�R�I �W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q �P�H�W�D�O �V�X�U�I�D�F�H�V�� �7�K�H�\ �G�L�I�I�H�U �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �L�Q �W�Z�R �T�X�D�O�L�W�L�H�V�� �E�\ �Z�K�L�F�K �H�D�F�K

�V�\�V�W�H�P �F�D�Q �E�H �F�O�D�V�V�L�“�H�G�� �7�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �D�Q�G �P�H�W�D�O �V�\�V�W�H�P �F�D�Q �L�Q�W�H�U�D�F�W �Z�H�D�N�O�\ �R�U

�V�W�U�R�Q�J�O�\�� �Z�K�L�F�K �I�R�U �D �V�W�U�R�Q�J�O�\ �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�Q�J �V�\�V�W�H�P �U�H�V�X�O�W�V �L�Q �D �V�K�L�I�W �R�I �W�K�H �)�H�U�P�L �O�H�Y�H�O �D�Q�G

�W�K�H �D�S�S�H�D�U�D�Q�F�H �R�I �D �E�D�Q�G �J�D�S�� �Z�K�L�O�H �I�R�U �D �Z�H�D�N�O�\ �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�Q�J �V�\�V�W�H�P�� �W�K�H �S�U�R�S�H�U�W�L�H�V

�R�I �I�U�H�H �V�W�D�Q�G�L�Q�J �J�U�D�S�K�H�Q�H �D�U�H �O�D�U�J�H�O�\ �S�U�H�V�H�U�Y�H�G �>���� �@�� �,�Q �J�H�Q�H�U�D�O�� �W�K�H �T�X�D�O�L�W�\ �R�I �W�K�H�V�H

�J�U�D�S�K�H�Q�H �O�D�\�H�U�V �L�V �Y�H�U�\ �K�L�J�K�� �Z�L�W�K �D �Y�H�U�\ �O�D�U�J�H �V�W�U�X�F�W�X�U�D�O �F�R�K�H�U�H�Q�F�H �>���� �@�� �7�K�H �V�H�F�R�Q�G

�F�O�D�V�V�L�“�F�D�W�L�R�Q �L�V �V�W�U�X�F�W�X�U�D�O�� �7�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �O�D�\�H�U �P�D�\ �H�L�W�K�H�U �E�H �P�D�W�F�K�H�G �R�U �P�L�V�P�D�W�F�K�H�G

�Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W �W�R �W�K�H �P�H�W�D�O �V�X�U�I�D�F�H�� �G�H�S�H�Q�G�L�Q�J �R�Q �W�K�H �X�Q�L�W �F�H�O�O �V�L�]�H �R�I �W�K�H �P�H�W�D�O �V�X�U�I�D�F�H

�D�Q�G �W�K�H �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q �V�W�U�H�Q�J�W�K�� �)�L�J�������� �V�K�R�Z�V �D �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �R�I �W�K�H �N�Q�R�Z�Q �W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q

�P�H�W�D�O �J �J�U�D�S�K�H�Q�H �V�\�V�W�H�P�V�� �6�L�Q�F�H �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L������������ �L�V �D �V�W�U�R�Q�J�O�\ �E�L�Q�G�L�Q�J �V�\�V�W�H�P

�D�Q�G �W�K�H �O�D�W�W�L�F�H �F�R�Q�V�W�D�Q�W�V �R�I �I�U�H�H���V�W�D�Q�G�L�Q�J �J�U�D�S�K�H�Q�H �D�Q�G �W�K�H �1�L���������� �V�X�U�I�D�F�H �G�L�I�I�H�U

�R�Q�O�\ �E�\ ������ ���� �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �O�D�\�H�U �P�D�W�F�K�H�V �W�K�H �P�H�W�D�O �V�X�U�I�D�F�H �>���� �� ���� �@�� ���7�K�H �O�D�W�W�L�F�H

�F�R�Q�V�W�D�Q�W�V �R�I �W�K�H �K�H�[�D�J�R�Q�D�O �X�Q�L�W �F�H�O�O �D�U�H �DNi � �������� �‡ �D�Q�G �DGR � �������� �‡�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\����

�7�K�H �V�W�U�R�Q�J �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q �D�O�V�R �F�D�X�V�H�V �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �O�D�\�H�U �W�R �E�H �O�R�F�D�W�H�G �U�H�O�D�W�L�Y�H�O�\ �F�O�R�V�H

�W�R �W�K�H �1�L �V�X�U�I�D�F�H�� �Z�L�W�K �D �V�H�S�D�U�D�W�L�R�Q �R�I ������ �‡�� �F�R�P�S�D�U�H�G �W�R ������ �‡ �L�Q�W�H�U���O�D�\�H�U �G�L�V�W�D�Q�F�H

�L�Q �J�U�D�S�K�L�W�H��

�)�L�J�������� �L�O�O�X�V�W�U�D�W�H�V �W�K�H �J�H�R�P�H�W�U�\ �R�I �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L���������� �V�X�U�I�D�F�H�� �7�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �X�Q�L�W

�F�H�O�O �L�V �L�Q�G�L�F�D�W�H�G �E�\ �U�H�G �D�U�U�R�Z�V ��a1 = a2 = �������� �‡���� �7�K�H �U�H�F�L�S�U�R�F�D�O �V�S�D�F�H �X�Q�L�W �Y�H�F�W�R�U�V

b1 �D�Q�Gb2 �D�U�H �G�U�D�Z�Q �L�Q �S�X�U�S�O�H ��b1 = b2 = 4 �=
p

3a���� �7�K�H �%�U�L�O�O�R�X�L�Q �]�R�Q�H ���%�=�� �L�V �U�R�W�D�W�H�G

�E�\ �����r �Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W �W�R �W�K�H �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �U�H�D�O �V�S�D�F�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �K�H�[�D�J�R�Q�� �7�K�H �W�Z�R

�S�U�L�Q�F�L�S�D�O �D�]�L�P�X�W�K�D�O �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�V �L�Q �%�U�L�O�O�R�X�L�Q �]�R�Q�H �D�U�H �G�H�Q�R�W�H�G �E�\! M �D�Q�G! K �F�R�Q�Q�H�F�W��

�L�Q�J �W�K�H" �S�R�L�Q�W �Z�L�W�K �W�K�HM �D�Q�G �W�K�HK �S�R�L�Q�W�V�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �,�Q �W�H�U�P�V �R�I �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�V�� �D�O�R�Q�J

�Z�K�L�F�K �K�H�O�L�X�P �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �L�V �S�H�U�I�R�U�P�H�G��! M �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �D�O�R�Q�J �W�K�H[110]

�G�L�U�H�F�W�L�R�Q �L�Q �U�H�D�O �V�S�D�F�H�� �D�Q�G! K �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �W�K�H[1�10] �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�� �6�L�Q�F�H �W�K�H �J�H�R�P��

�H�W�U�\ �R�I �W�K�H�+�H�6�(�L�Q�V�W�U�X�P�H�Q�W �L�V �“�[�H�G �W�R ���������r �D�Q�G �W�K�H �V�D�P�S�O�H �L�V �W�L�O�W�H�G �I�R�U �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q

�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �D�W �� �P�H�9 �E�H�D�P �H�Q�H�U�J�\�� �D �U�D�Q�J�H �L�Q�k �X�S �W�R �D�E�R�X�W� �� �‡! 1 �L�V �D�F�F�H�V�V�L��

�E�O�H�� �,�Q �W�K�L�V �U�D�Q�J�H�� �Z�H �F�D�Q �D�F�F�H�V�V �R�Q�O�\ �R�Q�H �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�� �W�K�H �“�U�V�W �R�U�G�H�U �%�U�D�J�J

�G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q ���V�H�H �)�L�J�������� �D�Q�G������ �L�Q �W�K�H �Q�H�[�W �V�H�F�W�L�R�Q���� �7�K�H �R�U�D�Q�J�H �O�L�Q�H�V �L�Q �)�L�J��������

�L�O�O�X�V�W�U�D�W�H �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �S�O�D�Q�H�V �W�K�D�W �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G �W�R �W�K�L�V �%�U�D�J�J �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q��

�6�L�Q�F�H �W�K�H �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q �E�H�W�Z�H�H�Q �D�Q �R�U�J�D�Q�L�F �P�R�O�H�F�X�O�H �D�Q�G �W�K�H �V�X�E�V�W�U�D�W�H �L�V �W�\�S�L�F�D�O�O�\

�Z�H�D�N�� �F�R�Q�Y�H�Q�W�L�R�Q�D�O �W�H�F�K�Q�L�T�X�H�V �V�X�F�K �D�V �;���U�D�\ �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �D�Q�G �K�L�J�K���H�Q�H�U�J�\ �H�O�H�F�W�U�R�Q

�G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �F�D�Q �R�I�W�H�Q �E�H�F�R�P�H �G�H�V�W�U�X�F�W�L�Y�H�� �'�X�H �W�R �W�K�H �O�R�Z �H�Q�H�U�J�L�H�V ���� �J ������ �P�H�9����

�Q�H�X�W�U�D�O �+�H �D�W�R�P�V �D�U�H �S�H�U�I�H�F�W�O�\ �V�X�L�W�H�G �W�R �S�U�R�E�H �W�K�H�V�H �V�\�V�W�H�P�V �L�Q �D�Q �L�Q�H�U�W�� �F�R�P�S�O�H�W�H�O�\

����
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�)�L�J�X�U�H �������� �,�O�O�X�V�W�U�D�W�L�R�Q �R�I �U�H�D�O �V�S�D�F�H �D�Q�G �U�H�F�L�S�U�R�F�D�O �V�S�D�F�H �J�H�R�P�H�W�U�\ �R�I �W�K�H �J�U�D�S�K��
�H�Q�H���1�L���������� �V�X�U�I�D�F�H�� �'�D�U�N �U�H�G�� �X�Q�L�W �F�H�O�O �L�Q �U�H�D�O �V�S�D�F�H�� �3�X�U�S�O�H�� �X�Q�L�W �F�H�O�O
�L�Q �U�H�F�L�S�U�R�F�D�O �V�S�D�F�H�� �%�=�� �“�U�V�W �%�U�L�O�O�R�X�L�Q �]�R�Q�H�� �7�K�H �J�U�H�H�Q �D�U�U�R�Z�V �L�Q�G�L�F�D�W�H
�W�K�H �S�U�L�Q�F�L�S�D�O �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�V �L�Q �U�H�D�O �V�S�D�F�H��[1�10] �D�Q�G[110]�� �D�Q�G �L�Q �U�H�F�L�S�U�R�F�D�O
�V�S�D�F�H��! M �D�Q�G! K�� �7�K�H �R�U�D�Q�J�H �O�L�Q�H�V �L�Q�G�L�F�D�W�H �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �S�O�D�Q�H�V �R�I
�W�K�H �“�U�V�W �R�U�G�H�U �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N �W�K�D�W �L�V �V�L�W�X�D�W�H�G �L�Q �W�K�H �>�������@! M �G�L�U�H�F�W�L�R�Q �D�W
�������� �‡! 1��

�Q�R�Q���G�H�V�W�U�X�F�W�L�Y�H �P�D�Q�Q�H�U �>���� ������ ������ �@��

�,�Q �W�K�L�V �F�K�D�S�W�H�U�� �Z�H �Z�L�O�O �G�L�V�F�X�V�V �R�X�U �J�U�R�Z�W�K �S�U�R�F�H�G�X�U�H �R�I �D�Q �H�S�L�W�D�[�L�D�O �J�U�D�S�K�H�Q�H �R�Q

�W�K�H ���������� �V�X�U�I�D�F�H �R�I �D �1�L �F�U�\�V�W�D�O�� �:�H �Z�L�O�O �W�K�H�Q �S�U�H�V�H�Q�W �V�W�U�X�F�W�X�U�D�O �V�W�X�G�L�H�V �I�U�R�P �K�H�O�L�X�P

�G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q�� �)�L�Q�D�O�O�\�� �Z�H �Z�L�O�O �G�L�V�F�X�V�V �W�K�H �V�S�H�F�W�U�D �R�I �W�Z�R �R�E�V�H�U�Y�H�G �V�X�U�I�D�F�H �H�[�F�L�W�D�W�L�R�Q�V

�L�Q �W�K�H �Y�H�U�\ �O�R�Z �H�Q�H�U�J�\ �U�H�J�L�P�H�� �Q�D�P�H�O�\ �W�K�H �O�R�Q�J�L�W�X�G�L�Q�D�O �U�H�V�R�Q�D�Q�F�H �P�R�G�H �D�Q�G �W�K�H

�5�D�\�O�H�L�J�K �P�R�G�H�� �7�K�H�V�H �P�R�G�H�V �K�R�O�G �L�P�S�R�U�W�D�Q�W �L�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �D�E�R�X�W �W�K�H �W�K�H�U�P�D�O �F�R�Q��

�G�X�F�W�L�Y�L�W�\ �R�I �J�U�D�S�K�H�Q�H �Z�K�L�F�K �L�V �G�R�P�L�Q�D�W�H�G �E�\ �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �I�U�R�P �D�F�R�X�V�W�L�F �S�K�R�Q�R�Q�V

�Q�H�D�U �U�R�R�P �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �,�W �D�O�V�R �V�K�R�Z�V �W�K�H �L�P�S�R�U�W�D�Q�F�H �R�I �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H���V�X�E�V�W�U�D�W�H

�L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q �Z�K�L�F�K �F�D�Q �H�D�V�L�O�\ �P�R�G�L�I�\ �W�K�H �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �G�L�V�S�H�U�V�L�R�Q �F�X�U�Y�H�V��

�9�X�k �1�t�T�2�`�B�K�2�M�i���H �.�2�i���B�H�b

�7�K�H �1�L���������� �V�L�Q�J�O�H �F�U�\�V�W�D�O �X�V�H�G �L�Q �W�K�H �V�W�X�G�\ �Z�D�V �D �G�L�V�F �Z�L�W�K �D �G�L�D�P�H�W�H�U �R�I ���� �P�P �D�Q�G

�D �W�K�L�F�N�Q�H�V�V �R�I �� �P�P�� �)�L�J�������� �V�K�R�Z�V �W�K�H �V�L�Q�J�O�H �F�U�\�V�W�D�O �V�D�P�S�O�H �P�R�X�Q�W�H�G �R�Q �D �V�D�P�S�O�H

�K�R�O�G�H�U ���V�H�H �)�L�J������������ �7�K�H �V�D�P�S�O�H �K�R�O�G�H�U �F�D�Q �E�H �K�H�D�W�H�G �X�V�L�Q�J �D �U�D�G�L�D�W�L�Y�H �K�H�D�W�L�Q�J

����
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�P�D�W�L�R�Q �R�I �D �V�L�Q�J�O�H �G�R�P�D�L�Q �R�I �W�K�H �J�U�D�S�K�L�W�L�F �O�D�W�W�L�F�H �F�D�X�V�H�V �D �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�D�W�W�H�U�Q �Z�K�L�F�K

�H�[�K�L�E�L�W�V �W�K�H �V�D�P�H �V�\�P�P�H�W�U�\ �D�V �W�K�H �K�H�[�D�J�R�Q�D�O �1�L���������� �V�X�U�I�D�F�H��

�9�X�j �a�i�`�m�+�i�m�`�2 �Q�7 �:�`���T�?�2�M�2�f�L�B�U�R�R�R�V

�:�H �K�D�Y�H �S�H�U�I�R�U�P�H�G �K�H�O�L�X�P �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �V�W�X�G�L�H�V �R�Q �W�K�H �S�U�H�S�D�U�H�G �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������
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�)�L�J�X�U�H �������� �D�� �7�R�S �D�Q�G �V�L�G�H �Y�L�H�Z �R�I �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L���������� �V�X�U�I�D�F�H �V�W�U�X�F�W�X�U�H ���D�F�F�R�U�G��
�L�Q�J �W�R �>���� �@���� �E�� �7�K�U�H�H���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�D�O �S�R�O�D�U �S�O�R�W �R�I �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�H�G �+�H �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\
�I�R�U �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L���������� �Z�K�H�U�H �W�K�H �]���D�[�L�V �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�H�G �L�Q��
�W�H�Q�V�L�W�\ �R�Q �D �O�R�J�D�U�L�W�K�P�L�F �V�F�D�O�H�� �7�K�H �V�F�D�Q �Z�D�V �W�D�N�H�Q �Z�L�W�K �D�Q �L�Q�F�L�G�H�Q�W �E�H�D�P
�H�Q�H�U�J�\ �R�IEi = �� �P�H�9 �D�Q�G �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �D�W ������ �.�� �7�K�H �W�Z�R �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N�V
�Z�K�L�F�K �D�U�H �F�R�Q�W�D�L�Q�H�G �L�Q �W�K�H �V�F�D�Q�Q�H�G �D�]�L�P�X�W�K�D�O �U�D�Q�J�H �D�U�H �F�O�H�D�U�O�\ �Y�L�V�L�E�O�H��
�7�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �S�H�D�N �L�V �Q�R�W �V�K�R�Z�Q �L�Q �W�K�H �S�O�R�W �G�X�H �W�K�H �K�L�J�K �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\ �F�R�P��
�S�D�U�H�G �W�R �W�K�H �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N�V��

�6�H�Y�H�U�D�O �S�R�V�V�L�E�O�H �F�R�Q�“�J�X�U�D�W�L�R�Q�V �H�[�L�V�W �I�R�U �W�K�H �S�R�V�L�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �F�D�U�E�R�Q �D�W�R�P�V �L�Q �W�K�H

�J�U�D�S�K�H�Q�H �O�D�\�H�U�� �U�H�O�D�W�L�Y�H �W�R �W�K�H �1�L���������� �V�X�E�V�W�U�D�W�H�� �5�H�F�H�Q�W �G�H�Q�V�L�W�\ �I�X�Q�F�W�L�R�Q�D�O �W�K�H��

�R�U�\ ���'�)�7�� �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q�V �K�D�Y�H �V�K�R�Z�Q �W�K�D�W �W�K�H �H�Q�H�U�J�H�W�L�F�D�O�O�\ �P�R�V�W �I�D�Y�R�X�U�D�E�O�H �J�U�D�S�K��

�H�Q�H���1�L���������� �F�R�Q�“�J�X�U�D�W�L�R�Q �L�V �W�K�H �W�R�S���I�F�F �R�Q�H ���V�H�H �)�L�J���������D�� �� �I�R�O�O�R�Z�H�G �E�\ �W�K�H �W�R�S��

�K�F�S �V�W�U�X�F�W�X�U�H �>���� ������ ������ �@�� �7�K�H �H�Q�H�U�J�\ �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H�V�H �W�Z�R �V�W�U�X�F�W�X�U�H�V �K�D�V

�E�H�H�Q �U�H�S�R�U�W�H�G �W�R �E�H �T�X�L�W�H �V�P�D�O�O �D�Q�G �G�R�P�D�L�Q�V �Z�L�W�K �E�R�W�K �F�R�Q�“�J�X�U�D�W�L�R�Q�V �K�D�Y�H �E�H�H�Q

�R�E�V�H�U�Y�H�G �L�Q �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�V �>���� �� ���� �@�� �8�Q�I�R�U�W�X�Q�D�W�H�O�\ �Z�H �F�D�Q�Q�R�W �G�L�V�W�L�Q�J�X�L�V�K �W�K�H �W�Z�R

�F�R�Q�“�J�X�U�D�W�L�R�Q�V �I�U�R�P �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �E�D�V�H�G �R�Q �D�E�R�X�W ���� �� �+�H �U�H�t�H�F�W�L�Y�L�W�\ �R�I

�W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �F�R�Y�H�U�H�G �V�X�U�I�D�F�H �D�Q�G �W�K�H �V�P�D�O�O �Z�L�G�W�K �R�I �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �S�H�D�N�� �Z�H �H�[�S�H�F�W

�W�R �K�D�Y�H �S�U�H�G�R�P�L�Q�D�Q�W�O�\ �R�Q�H �F�R�Q�“�J�X�U�D�W�L�R�Q �V�L�Q�F�H �W�K�H �Q�X�P�E�H�U �R�I �G�H�I�H�F�W�V �D�Q�G �G�R�P�D�L�Q

�E�R�X�Q�G�D�U�L�H�V �P�X�V�W �E�H �V�P�D�O�O �L�Q �R�U�G�H�U �W�R �D�F�K�L�H�Y�H �W�K�H �K�L�J�K �R�E�V�H�U�Y�H�G �U�H�t�H�F�W�L�Y�L�W�\ �>���� �@��

�1�R�W�H �L�Q �S�D�U�W�L�F�X�O�D�U �W�K�D�W �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �U�H�t�H�F�W�L�Y�L�W�\ �I�R�U �+�H �L�V �V�L�P�L�O�D�U �W�R �W�K�H �U�H�t�H�F�W�L�Y�L�W�\ �R�I

�W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H���5�X������������ �V�\�V�W�H�P �Z�K�H�U�H �D �U�H�t�H�F�W�L�Y�L�W�\ �R�I �X�S �W�R ���� �� �Z�D�V �U�H�S�R�U�W�H�G �>���� ��

���� �@�� �1�R�W �R�Q�O�\ �H�[�K�L�E�L�W�V �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L���������� �D �K�L�J�K �+�H �U�H�t�H�F�W�L�Y�L�W�\ �D�V �U�H�F�H�Q�W�O�\ �S�U�H�G�L�F�W�H�G

�>���� �@�� �L�W�V �U�H�t�H�F�W�L�Y�L�W�\ �U�H�P�D�L�Q�V �D�O�V�R �X�Q�F�K�D�Q�J�H�G �D�I�W�H�U �22 �H�[�S�R�V�X�U�H �D�W ��� ���� ! 7 �P�E�D�U �I�R�U
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�P�R�Q�R�O�D�\�H�U �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �D�Q�G �W�K�H �W�H�U�Pcos(#i ) �F�R�U�U�H�F�W�V �I�R�U �W�K�H �L�Q�F�U�H�D�V�H �R�I �W�K�H �D�S�S�D�U�H�Q�W
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�7�D�E�O�H �������� �+�H�O�L�X�P �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q�V �D�Q�G �V�W�L�F�N�L�Q�J �F�R�H�I�“�F�L�H�Q�W�V �G�H�W�H�U�P�L�Q�H�G �E�\
�W�K�H �V�O�R�S�H �R�I �V�S�H�F�X�O�D�U �K�H�O�L�X�P �X�S�W�D�N�H �F�X�U�Y�H�V��� 1 �L�V �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�U�R�V�V �V�H�F��
�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �L�Q�L�W�L�D�O �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �S�U�R�F�H�V�V�� �W�K�H �Y�D�O�X�H�V �I�R�U ������ �. �D�Q�G ������ �. �D�U�H
�L�Q �E�U�D�F�N�H�W�V �V�L�Q�F�H �W�K�H�\ �D�U�H �D�S�S�D�U�H�Q�W �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q�V �G�X�H �W�R �D �O�R�Z�H�U �V�W�L�F�N�L�Q�J
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�Y�H�U�\ �V�O�R�Z �D�W ������ �. �D�Q�G ������ �.�� �:�H �W�K�X�V �H�[�S�H�F�W �W�K�H �D�S�S�D�U�H�Q�W �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q �W�R �U�H�t�H�F�W

�D�Q �R�Q�V�H�W �R�I �L�V�O�D�Q�G �I�R�U�P�D�W�L�R�Q �W�K�D�W �Z�H �K�D�Y�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �W�R �V�W�D�U�W �D�W ������ �.�� �D�Q�G �W�K�D�W �Z�R�X�O�G

�D�F�F�H�O�H�U�D�W�H �Z�L�W�K �K�L�J�K�H�U �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �G�X�H �W�R �I�D�V�W�H�U �V�X�U�I�D�F�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �)�L�J�������� �E�� �V�K�R�Z�V

�W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �V�L�J�Q�D�O �D�W ������ �. �D�Q�G ������ �. �L�Q �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �W�R ������ �. �D�I�W�H�U �U�H�V�F�D�O�L�Q�J �R�I �W�K�H

�V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H �W�R �D�F�F�R�X�Q�W �I�R�U �W�K�H �F�K�D�Q�J�H �L�Q �W�K�H �D�S�S�D�U�H�Q�W �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�U�R�V�V �V�H�F��
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�$�W ������ �. �D�Q�G ������ �.�� �D �G�L�V�W�L�Q�F�W �N�L�Q�N �L�V �R�E�V�H�U�Y�H�G �L�Q �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �V�L�J�Q�D�O �D�W �D�Q �H�[�S�R�V�X�U�H �R�I

�D�E�R�X�W �� �/�� �Z�K�L�F�K �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �D�E�R�X�W ������ �0�/ �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �7�K�H �D�S�S�D�U�H�Q�W �V�F�D�W��

�W�H�U�L�Q�J �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q�V �G�U�R�S �E�\ �D �I�D�F�W�R�U �R�I �� �D�Q�G ������ �D�W ������ �. �D�Q�G ������ �.�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �$�W

�K�L�J�K�H�U �F�R�Y�H�U�D�J�H�V�� �D�Q �D�U�U�L�Y�L�Q�J �P�R�O�H�F�X�O�H �Z�R�X�O�G �V�W�D�W�L�V�W�L�F�D�O�O�\ �K�D�Y�H �D �Y�H�U�\ �K�L�J�K �F�K�D�Q�F�H

�W�R �D�G�V�R�U�E �L�Q �W�K�H �G�L�U�H�F�W �Q�H�L�J�K�E�R�X�U�K�R�R�G �R�I �D�W �O�H�D�V�W �R�Q�H �R�W�K�H�U �P�R�O�H�F�X�O�H�� �6�L�Q�F�H �W�K�H�L�U

�F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q�V �R�Y�H�U�O�D�S�� �W�K�H �H�I�I�H�F�W�L�Y�H �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q �L�V �U�H�G�X�F�H�G�� �7�K�H �D�S�S�D�U�H�Q�W �F�U�R�V�V

�V�H�F�W�L�R�Q �R�I ���� �‡2 �D�W ������ �. �L�V �F�O�R�V�H �W�R �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �D�U�H�D �F�R�Y�H�U�H�G �E�\ �D �V�L�Q�J�O�H �P�R�O�H�F�X�O�H��

������ �‡2�� �7�K�L�V �L�Q�G�L�F�D�W�H�V �W�K�H �I�R�U�P�D�W�L�R�Q �R�I �L�V�O�D�Q�G�V�� �$�W ������ �.�� �W�K�H �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q �L�V �K�L�J�K�H�U

�E�\ �D �I�D�F�W�R�U �R�I �W�K�U�H�H�� �'�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �V�X�J�J�H�V�W �W�K�D�W �D�W �W�K�L�V �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �D�Q

�D�P�R�U�S�K�R�X�V �L�F�H �O�D�\�H�U �J�U�R�Z�V �R�Q �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H�� �D�V �Z�L�O�O �E�H �G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �W�K�H �Q�H�[�W �V�H�F�W�L�R�Q��

�7�K�L�V �P�H�D�Q�V �W�K�D�W�� �L�Q�V�W�H�D�G �R�I �L�V�O�D�Q�G �I�R�U�P�D�W�L�R�Q�� �D �I�R�U�P�D�W�L�R�Q �R�I �R�O�L�J�R�P�H�U�V �L�V �P�R�U�H �S�U�R�E��
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���/�b�Q�`�T�i�B�Q�M ���#�Q�p�2 �R�k�y �E

�)�L�J�X�U�H �������� �1�R�U�P�D�O�L�]�H�G �V�S�H�F�X�O�D�U �K�H�O�L�X�P �V�L�J�Q�D�O �,���,0 �D�Q�G �G�R�V�L�Q�J �S�U�H�V�V�X�U�H �Y�H�U�V�X�V �P�H�D��
�V�X�U�H�P�H�Q�W �W�L�P�Ht �D�W ������ �.�� �7�K�H �O�R�Z�H�U�� �E�O�X�H �F�X�U�Y�H �L�Q�G�L�F�D�W�H�V �,���,0�� �W�K�H �X�S�S�H�U��
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�Z�K�H�Q �U�H�G�X�F�L�Q�J �S�U�H�V�V�X�U�H�� �W�K�H �V�L�J�Q�D�O �U�H�F�R�Y�H�U�V �D�W �D �Y�H�U�\ �I�D�V�W �U�D�W�H�� �7�K�H �V�\�V�W�H�P �L�V�� �W�K�X�V�� �L�Q

�D�Q �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q���G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �H�T�X�L�O�L�E�U�L�X�P�� �)�L�J�������� �V�K�R�Z�V �D�Q �H�[�D�P�S�O�H �I�R�U �W�K�H �U�H�V�S�R�Q�V�H

�R�I �V�S�H�F�X�O�D�U �U�H�t�H�F�W�L�Y�L�W�\ �W�R �D �F�K�D�Q�J�H �L�Q �S�U�H�V�V�X�U�H�� �$�W ������ �.�� �Q�R �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �K�D�V �E�H�H�Q

�R�E�V�H�U�Y�H�G �H�Y�H�Q �Z�K�H�Q �G�R�V�L�Q�J �X�S �W�R ������� ���� ! 7 �P�E�D�U��

�8�X�k�X�k �h�?�2�`�K���H ���M�/ �A�b�Q�i�?�2�`�K���H �.�2�b�Q�`�T�i�B�Q�M

�)�L�J�X�U�H �������� �0�D�V�V �V�S�H�F�W�U�R�P�H�W�H�U �V�L�J�Q�D�O �D�Q�G �G�H�U�L�Y�D�W�L�Y�H �R�I �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �K�H�O�L�X�P �V�L�J�Q�D�O
dI=dT �Y�H�U�V�X�V �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�HT �G�X�U�L�Q�J �W�K�H�U�P�D�O �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �R�I �Z�D�W�H�U �I�U�R�P
�J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L������������ �G�R�V�H�G �D�W ������ �.�� �7�K�H �D�S�S�O�L�H�G �K�H�D�W�L�Q�J �U�D�W�H �L�Q �W�K�H �U�D�Q�J�H
������ �J ������ �. �Z�D�V� = �������� �.���V�� �2�U�D�Q�J�H �V�R�O�L�G �O�L�Q�H�� �P�D�V�V �V�S�H�F�W�U�R�P�H�W�H�U �V�L�J��
�Q�D�O�� �%�O�X�H �V�R�O�L�G �O�L�Q�H�� �G�H�U�L�Y�D�W�L�Y�H �R�I �V�S�H�F�X�O�D�U �V�L�J�Q�D�OdI=dT �� �*�U�H�\ �G�D�V�K�H�G
�O�L�Q�H�� �V�S�H�F�X�O�D�U �V�L�J�Q�D�O��

�7�K�H�U�P�D�O �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�S�H�F�W�U�R�V�F�R�S�\ �K�D�V �E�H�H�Q �S�H�U�I�R�U�P�H�G �Z�K�L�O�H �P�R�Q�L�W�R�U�L�Q�J �W�K�H

m=z = ���� �S�H�D�N �R�Q �D �P�D�V�V �V�S�H�F�W�U�R�P�H�W�H�U �D�Q�G �V�L�P�X�O�W�D�Q�H�R�X�V�O�\ �P�H�D�V�X�U�L�Q�J �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U

�U�H�t�H�F�W�H�G �V�L�J�Q�D�O�� �)�L�J�������� �V�K�R�Z�V �D �W�\�S�L�F�D�O �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�� �&�O�H�D�U�O�\ �Y�L�V�L�E�O�H

�D�U�H �W�Z�R �G�L�V�W�L�Q�F�W �P�D�V�V �V�S�H�F�W�U�R�P�H�W�H�U �S�H�D�N�V �Z�L�W�K �P�D�[�L�P�D �D�W ������ �. �D�Q�G ������ �.�� �Z�K�L�F�K

�F�R�L�Q�F�L�G�H �Z�L�W�K �D �U�D�S�L�G �U�H�F�R�Y�H�U�\ �R�I �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �V�L�J�Q�D�O�� �7�K�H �P�D�V�V �S�H�D�N�V �D�W �K�L�J�K�H�U

�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V �P�X�V�W �V�W�H�P �I�U�R�P �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �I�U�R�P �R�W�K�H�U �V�X�U�I�D�F�H�V�� �V�X�F�K �D�V �W�K�H �V�D�P�S�O�H

�K�R�O�G�H�U�� �V�L�Q�F�H �Q�R �F�K�D�Q�J�H �L�Q �V�S�H�F�X�O�D�U �V�L�J�Q�D�O �L�V �R�E�V�H�U�Y�H�G �G�X�U�L�Q�J �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q��

�+�H�D�W�L�Q�J �U�D�W�H �>�.���V�@Tmax,1 Tmax,2 Ed1 �>�P�H�9�@Ed2 �>�P�H�9�@

�������� ������ � �� ������ � �� ������ � �� ������ � ����
�������� ������ � �� ������ � �� ������ � ���� ������ � ����

�7�D�E�O�H �������� �'�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�L�H�V �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �I�U�R�P �W�K�H �P�D�[�L�P�X�P �J�U�D�G�L�H�Q�W �R�I �V�S�H�F�X��
�O�D�U �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\ �I�U�R�P �W�K�H�U�P�D�O �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�S�H�F�W�U�D �X�V�L�Q�J �W�K�H �5�H�G�K�H�D�G �I�R�U�P�X�O�D��
�7�K�H �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W �X�Q�F�H�U�W�D�L�Q�W�\ �L�V �E�D�V�H�G �R�Q �W�K�H �S�H�D�N �Z�L�G�W�K��

����



�� �+2�2 �$�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������

�,�Q �R�U�G�H�U �W�R �H�V�W�L�P�D�W�H �W�K�H �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�\Ed �� �Z�H �U�H�O�L�H�G �R�Q �W�K�H �H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q �I�U�R�P �8�O��

�E�U�L�F�K�W �H�W �D�O�� �>���� �@ �I�R�U �W�K�H �S�U�H���H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �I�D�F�W�R�U� = �� � ���� 14 �V! 1�� �$�S�S�O�\�L�Q�J �W�K�H �5�H�G�K�H�D�G

�H�T�X�D�W�L�R�Q �>���� �@ �W�R �W�K�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V �D�W �W�K�H �W�Z�R �S�H�D�N �P�D�[�L�P�D �R�I �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\

�J�U�D�G�L�H�Q�W �\�L�H�O�G�V �H�V�W�L�P�D�W�H�V �I�R�U �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�L�H�V �D�U�R�X�Q�G ������ �P�H�9 �D�Q�G ������ �P�H�9�� �U�H��

�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �7�K�H �H�[�D�F�W �Y�D�O�X�H�V �F�D�Q �E�H �I�R�X�Q�G �L�Q �7�D�E���������� �7�K�H �O�R�Z�H�U �H�Q�H�U�J�\ �S�H�D�N �Z�R�X�O�G

�X�Q�O�L�N�H�O�\ �V�W�H�P �I�U�R�P �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �I�U�R�P �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �V�X�U�I�D�F�H�� �V�L�Q�F�H �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q�V �S�U�H�G�L�F�W

�D �P�X�F�K �O�R�Z�H�U �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �E�D�U�U�L�H�U �R�I �D�E�R�X�W ������ �P�H�9�� �0�R�U�H �O�L�N�H�O�\ �L�V �W�K�H �F�D�V�H �R�I �G�H�V��

�R�U�S�W�L�R�Q �I�U�R�P �W�K�H �H�G�J�H �D�Q�G �I�U�R�P �W�K�H �F�H�Q�W�U�H �R�I �L�V�O�D�Q�G�V�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �I�R�U �W�K�H �“�U�V�W �D�Q�G

�V�H�F�R�Q�G �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �S�H�D�N��

�D�� �E��

�)�L�J�X�U�H �������� �,�V�R�W�K�H�U�P�D�O �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �R�I �Z�D�W�H�U �I�U�R�P �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L������������ �D�� �6�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U��
�D�J�H �Y�H�U�V�X�V �W�L�P�H �D�W ������ �.�� �$�I�W�H�U ������ �V�� �W�K�H �G�R�V�L�Q�J �Y�D�O�Y�H �Z�D�V �F�O�R�V�H�G�� �<�H�O�O�R�Z
�G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H�� �(�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �“�W �W�R �W�K�H �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �E�� �/�R�J�D�U�L�W�K�P �R�I �L�Q�L�W�L�D�O �G�H�V��
�R�U�S�W�L�R�Q �U�D�W�H �Y�H�U�V�X�V �L�Q�Y�H�U�V�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �L�Q �D�Q �$�U�U�K�H�Q�L�X�V �S�O�R�W�� �6�R�O�L�G �E�O�X�H
�O�L�Q�H�� �/�L�Q�H�D�U �“�W �L�Q �W�K�H �U�D�Q�J�H ������ �J ������ �.�� �7�K�H �V�O�R�S�H �L�Q�G�L�F�D�W�H�V �D �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q
�E�D�U�U�L�H�U �R�I ������ �P�H�9��

�)�R�U �W�K�H �L�V�R�W�K�H�U�P�D�O �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�� �Z�H �H�[�S�R�V�H�G �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �W�R ��� ���� ! 8 �P�E�D�U

�+2�2 �R�Y�H�U�S�U�H�V�V�X�U�H �D�Q�G �Z�D�L�W�H�G �X�Q�W�L�O �W�K�H �V�\�V�W�H�P �Z�D�V �L�Q �H�T�X�L�O�L�E�U�L�X�P�� �:�H �W�K�H�Q �W�X�U�Q�H�G �R�I�I

�W�K�H �H�[�S�R�V�X�U�H �D�Q�G �P�R�Q�L�W�R�U�H�G �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �V�L�J�Q�D�O �U�H�F�R�Y�H�U�\�� �)�U�R�P �W�K�L�V �Z�H �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G

�W�K�H �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H �D�V �D �I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �W�L�P�H�� �$�Q �H�[�D�P�S�O�H �L�V �V�K�R�Z�Q

�L�Q �)�L�J�������� �D���� �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H �“�U�V�W �U�L�V�H�V �G�X�U�L�Q�J �H�[�S�R�V�X�U�H �D�Q�G �W�K�H�Q �G�H�F�D�\�V

�H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O�O�\ �D�I�W�H�U �H�[�S�R�V�X�U�H �K�D�V �E�H�H�Q �V�W�R�S�S�H�G �D�I�W�H�U �D�E�R�X�W ������ �V�� �8�Q�I�R�U�W�X�Q�D�W�H�O�\��

�Z�H �K�D�Y�H �R�Q�O�\ �P�H�D�V�X�U�H�G �W�K�L�V �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �U�D�W�H �D�W ������ �. �D�Q�G �D�W ������ �.�� �$�W ������ �.�� �Q�R

�G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �Z�D�V �R�E�V�H�U�Y�H�G �D�Q�G �D�W ������ �.�� �D �V�X�E�V�W�D�Q�W�L�D�O �G�U�R�S �L�Q �V�S�H�F�X�O�D�U �V�L�J�Q�D�O �F�R�X�O�G

�Q�R�W �E�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �L�Q �W�K�H �W�H�F�K�Q�L�F�D�O�O�\ �D�Y�D�L�O�D�E�O�H �S�U�H�V�V�X�U�H �U�D�Q�J�H�� �7�K�H �L�Q�L�W�L�D�O �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q

�U�D�W�H�� �Z�K�L�F�K �L�V �L�G�H�Q�W�L�F�D�O �W�R �W�K�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H�� �H�[�K�L�E�L�W�V �D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �W�H�P�S�H�U��

�D�W�X�U�H �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �D�W ������ �. �D�Q�G �D�W ������ �.�� �)�L�J�������� �E�� �V�K�R�Z�V �D�Q �$�U�U�K�H�Q�L�X�V �S�O�R�W �R�I �W�K�H

�G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �U�D�W�H�� �7�K�H �V�O�R�S�H �R�I �W�K�H �$�U�U�K�H�Q�L�X�V �O�D�Z �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�\

����



������ �$�G�V�R�U�E�D�W�H �6�W�U�X�F�W�X�U�H

�D�� �+�H�D�W �W�R ������ �.!!!!!!!!!!!" �E��

�)�L�J�X�U�H �������� �+�H�O�L�X�P �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�D�W�W�H�U�Q�V �R�I �Z�D�W�H�U �D�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �D �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������
�V�X�U�I�D�F�H�� �D�� �:�K�H�Q �G�R�V�H�G �D�W ������ �.�� �+2�2 �I�R�U�P�V �D�P�R�U�S�K�R�X�V �L�F�H �R�Q �W�K�H
�J�U�D�S�K�H�Q�H �V�X�U�I�D�F�H�� �D�O�O �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �V�L�J�Q�D�O �L�V �O�R�V�W�� �E�� �:�K�H�Q �K�H�D�W�H�G �W�R ������ �.��
�W�K�H �R�U�L�J�L�Q�D�O �J�U�D�S�K�H�Q�H �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�D�W�W�H�U�Q �L�V �U�H�F�R�Y�H�U�H�G ���S�D�W�W�H�U�Q �V�K�R�Z�Q �Z�D�V
�P�H�D�V�X�U�H�G �D�W ������ �.���� �V�K�R�Z�L�Q�J �R�Q�O�\ �W�K�H �“�U�V�W �R�U�G�H�U ���������� �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N
�D�Q�G �L�W�V �H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W�V �L�Q �W�K�H �K�H�[�D�J�R�Q�D�O �V�\�P�P�H�W�U�\��

�R�I �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �R�I ��������� ���� �P�H�9�� �6�L�Q�F�H �W�K�L�V �D�Q�D�O�\�V�L�V �U�H�O�L�H�V �R�Q �R�Q�O�\ �W�Z�R �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W

�S�R�L�Q�W�V�� �W�K�H �U�H�V�X�O�W �Q�H�H�G�V �W�R �E�H �Y�L�H�Z�H�G �Z�L�W�K �D �F�U�L�W�L�F�D�O �H�\�H�� �7�K�H �X�Q�F�H�U�W�D�L�Q�W�\ �L�Q �W�K�H �H�Q��

�H�U�J�\ �Z�D�V �H�V�W�D�E�O�L�V�K�H�G �E�D�V�H�G �R�Q �W�K�H �X�Q�F�H�U�W�D�L�Q�W�L�H�V �R�I �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�G �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �U�D�W�H�V

�D�Q�G �L�V �F�H�U�W�D�L�Q�O�\ �X�Q�G�H�U�H�V�W�L�P�D�W�H�G��
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�E�\ �D�Q�D�O�\�V�L�Q�J �W�K�H �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �U�H�V�L�G�X�D�O�V�� �,�W �O�L�H�V �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �L�Q �D �U�D�Q�J�H �I�U�R�P ���� �W�R

���� �S�V��

����



�� �+2�2 �$�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������

�D�� �E��

�F�� �G��

�)�L�J�X�U�H �������� �4�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V �R�I �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �+2�2 �F�R�Y�H�U�D�J�H�V �D�W ������ �.
�Y�H�U�V�X�V�k �� �D�� �D�Q�G �F�� �U�H�O�D�W�L�Y�H �D�Q�G �D�E�V�R�O�X�W�H �H�O�D�V�W�L�F �S�R�O�D�U�L�]�D�W�L�R�Q �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V
Iel(�k ) �D�Q�G~Iel(�k )�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �E�� �D�Q�G �G�� �U�H�O�D�W�L�Y�H �D�Q�G �D�E�V�R�O�X�W�H �T�X�D�V�L��
�H�O�D�V�W�L�F �S�R�O�D�U�L�]�D�W�L�R�Q �D�P�S�O�L�W�X�G�H�VIel(�k ) �D�Q�G~Iel(�k )�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\��

�7�K�H �U�H�V�X�O�W�L�Q�J �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V��Iqe(�k ) �D�Q�GIel(�k )�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\��

�D�U�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �G�X�H �W�R �W�K�H �Q�R�U�P�D�O�L�V�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H�,�6�)�� �0�X�O�W�L�S�O�L�F�D�W�L�R�Q �Z�L�W�K
~I(�k , t = 0) �\�L�H�O�G�V �W�K�H �D�E�V�R�O�X�W�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V�� �%�R�W�K �D�U�H �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J�������� �I�R�U �G�L�I�I�H�U��

�H�Q�W �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H�V �D�Q�G �D�O�R�Q�J �W�K�H �W�Z�R �S�U�L�Q�F�L�S�D�O �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�V��Iel(�k ) �L�V �G�H�S�L�F�W�H�G

�L�Q �)�L�J�������� �D���� �L�W �H�[�K�L�E�L�W�V �V�K�D�U�S �S�H�D�N�V �D�W �W�K�H �S�R�V�L�W�L�R�Q�V �R�I �V�S�H�F�X�O�D�U �U�H�t�H�F�W�L�R�Q �D�Q�G �“�U�V�W

�R�U�G�H�U �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �I�U�R�P �J�U�D�S�K�H�Q�H�� �D�V �Z�H�O�O �D�V �E�U�R�D�G�H�U �S�H�D�N�V �D�W �D�E�R�X�W �� �‡! 1 �L�Q �W�K�H! M

�G�L�U�H�F�W�L�R�Q �D�Q�G ������ �‡! 1 �L�Q �W�K�H! K �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�� �/�R�R�N�L�Q�J �D�W �W�K�H �D�E�V�R�O�X�W�H �H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�H

�L�Q �F�� �O�H�D�G�V �W�R �W�K�H �V�X�V�S�L�F�L�R�Q �W�K�D�W �L�Q�V�W�H�D�G �R�I �V�H�S�D�U�D�W�H �S�H�D�N�V�� �U�D�W�K�H�U �D �Y�H�U�\ �E�U�R�D�G �S�H�D�N

�D�U�R�X�Q�G�k � �� �L�V �V�H�H�Q �K�H�U�H�� �7�K�H �U�H�D�V�R�Q �I�R�U �W�K�H �R�F�F�X�U�U�H�Q�F�H �R�I �W�K�L�V �S�H�D�N �Z�L�O�O �E�H �G�L�V��

�F�X�V�V�H�G �D�J�D�L�Q �D�W �D �O�D�W�H�U �S�R�L�Q�W �L�Q �W�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q��

�)�L�J�������� �E�� �V�K�R�Z�VIqe(�k )�� �Z�K�L�F�K �H�[�K�L�E�L�W�V �D�V�\�P�P�H�W�U�L�F�D�O �S�H�D�N�V �W�K�D�W �V�H�H�P �W�R �E�H �S�R��

�V�L�W�L�R�Q�H�G �R�Q �W�K�H �H�G�J�H�V �R�I �W�K�H �P�H�Q�W�L�R�Q�H�G �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N�V�� �6�W�U�D�Q�J�H�O�\�� �W�K�H�U�H �L�V �Q�R

�O�L�Q�H�D�U �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �R�I �W�K�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V �R�Q �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �$�W �������� �0�/��Iel(�k )

����



������ �$�G�V�R�U�E�D�W�H �'�\�Q�D�P�L�F�V

�L�V �K�L�J�K�H�U �W�K�D�Q �D�W �������� �0�/�� �E�X�W �O�R�Z�H�U �W�K�D�Q �D�W �������� �0�/ �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �7�K�H �R�S�S�R�V�L�W�H �E�H��

�K�D�Y�L�R�X�U �L�V �I�R�X�Q�G �I�R�UIqe(�k )�� �7�K�H �D�E�V�R�O�X�W�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H �V�K�R�Z�Q �L�Q �G�� �P�D�N�H�V �L�W �F�O�H�D�U �W�K�D�W

�W�K�L�V �V�W�U�D�Q�J�H �V�K�D�S�H �V�W�H�P�V �I�U�R�P �W�K�H �Q�R�U�P�D�O�L�]�D�W�L�R�Q �R�I �E�U�R�D�G �S�H�D�N�V �D�U�R�X�Q�G �V�S�H�F�X�O�D�U �D�Q�G

�“�U�V�W �R�U�G�H�U �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q�� �L�Q �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H�� �W�K�H �V�K�D�U�S �H�O�D�V�W�L�F �S�H�D�N �K�D�V �E�H�H�Q �O�F�X�W

�R�X�W�P�� �J�L�Y�L�Q�J �U�L�V�H �W�R �W�K�L�V �S�H�F�X�O�L�D�U �V�K�D�S�H�� �7�K�H �E�U�R�D�G �S�H�D�N�V �L�Q �W�K�H �D�E�V�R�O�X�W�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H

�F�D�Q �E�H �L�Q�W�H�U�S�U�H�W�H�G �D�V �W�K�H �I�R�U�P �I�D�F�W�R�U �R�I �W�K�H �+2�2 �P�R�O�H�F�X�O�H�� �D�V �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�O�\ �V�K�R�Z�Q

�L�Q �)�L�J������������

�7�K�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H� (�k ) �L�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J���������� �D���� �H�[�F�H�S�W �I�R�U �������� �0�/ �W�K�H

�G�H�F�D�\ �U�D�W�H�V �H�[�K�L�E�L�W �D �V�W�H�H�S �L�Q�L�W�L�D�O �U�L�V�H�� �Z�K�L�F�K �Z�H �H�[�S�H�F�W �W�R �E�H �O�L�Q�N�H�G �W�R �G�H �*�H�Q�Q�H�V �Q�D�U��

�U�R�Z�L�Q�J�� �$�V �G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �6�H�F�������������� �Z�H �F�D�Q �W�H�Q�W�D�W�L�Y�H�O�\ �F�D�O�F�X�O�D�W�H �W�K�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H�F�D�\

�U�D�W�H� inc (�k )�� �6�L�Q�F�H� inc (�k ) �F�R�Q�W�D�L�Q�V �R�Q�O�\ �L�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �D�E�R�X�W �W�K�H �V�H�O�I���F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q

�I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �D �G�L�I�I�X�V�L�Q�J �P�R�O�H�F�X�O�H�� �W�K�L�V �V�L�P�S�O�L�“�H�V �D �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �W�R �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �V�H�O�I��

�G�L�I�I�X�V�L�R�Q �P�R�G�H�O�V �F�R�Q�V�L�G�H�U�D�E�O�\�� �7�K�H �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q �R�I� inc (�k ) �I�R�O�O�R�Z�V �(�T�� �������������� �1�H��

�J�O�H�F�W�L�Q�J �H�I�I�H�F�W�V �R�I �V�X�E�V�W�U�D�W�H �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q�� �Z�K�L�F�K �S�O�D�\�V �D �U�R�O�H �R�Q�O�\ �O�R�F�D�O�O�\ �D�U�R�X�Q�G �W�K�H

�G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N�V�� �Z�H �G�L�Y�L�G�H� (�k ) �E�\Iqe(�k ) �D�Q�G �V�X�E�V�H�T�X�H�Q�W�O�\ �Q�H�H�G �W�R �P�X�O�W�L�S�O�\

�E�\ �W�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �V�W�U�X�F�W�X�U�H �I�D�F�W�R�USqe(�k )�� �:�H �K�D�Y�H �Q�R �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �P�H�D�V�X�U�H��

�P�H�Q�W �R�I �W�K�H ���S�X�U�H�� �V�W�U�X�F�W�X�U�H �I�D�F�W�R�U�� �K�R�Z�H�Y�H�U�� �Z�H �H�[�S�H�F�W �W�K�D�W �L�Q �U�H�J�L�R�Q�V�� �Z�K�H�U�H �Q�R

�G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �I�U�R�P �V�X�E�V�W�U�D�W�H �R�U �R�U�G�H�U�H�G �R�Y�H�U���V�W�U�X�F�W�X�U�H�V �D�S�S�H�D�U�V�� �W�K�H �F�R�K�H�U�H�Q�W �D�Q�G �W�K�H

�L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H�F�D�\ �U�D�W�H�V �D�U�H �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�O�\ �W�K�H �V�D�P�H��� (�k ) = � inc (�k )�� �I�U�R�P �Z�K�L�F�K

�I�R�O�O�R�Z�V �W�K�D�W �L�Q �W�K�H�V�H �U�H�J�L�R�Q�VIqe(�k ) = Sqe(�k )�� �/�R�R�N�L�Q�J �D�J�D�L�Q �D�W �)�L�J�������� �E���� �Z�H

�R�E�V�H�U�Y�H �W�K�D�WIqe(�k ) �L�V �t�D�W �H�[�F�H�S�W �I�R�U �W�K�H �U�H�J�L�R�Q�V �D�U�R�X�Q�G �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N�V�� �:�H �W�K�X�V

�X�V�H�G �D �F�R�Q�V�W�D�Q�W �Y�D�O�X�H �G�H�U�L�Y�H�G �I�U�R�P �D�Y�H�U�D�J�L�Q�J �W�K�H �t�D�W �U�H�J�L�R�Q �R�IIqe(�k ) �W�R �U�H���V�F�D�O�H

� (�k )Iqe(�k )�� �:�H �U�H�I�H�U �W�R �W�K�H �U�H�V�X�O�W �D�V� inc (�k )�� �H�Y�H�Q �L�I �L�W �L�V �Q�R�W �D�Q �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H��

�F�D�\ �U�D�W�H�� �,�W �V�W�L�O�O �F�R�Q�W�D�L�Q�V �D �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �E�\Sqe(�k )�� �E�X�W �I�R�U �D�Q �G�L�O�X�W�H �D�G�V�R�U�E�D�W�H �S�K�D�V�H

�Z�L�W�K�R�X�W �V�L�J�Q�L�“�F�D�Q�W �V�W�U�X�F�W�X�U�D�O �R�U�G�H�U�L�Q�J�� �L�W �D�S�S�U�R�D�F�K�H�V� inc (�k )�� �7�K�H �U�H�V�X�O�W�V �Q�H�H�G �W�K�X�V

�W�R �E�H �L�Q�W�H�U�S�U�H�W�H�G �Z�L�W�K �F�D�U�H��

�7�K�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H�F�D�\ �U�D�W�H� inc (�k ) �L�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J���������� �E���� �,�W �H�[�K�L�E�L�W�V �D �V�L�Q�X�V�R�L�G�D�O

�k �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �W�K�D�W �L�V �F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�V�W�L�F �R�I �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �W�K�H �S�H�U�L�R�G�L�F�L�W�\ �R�I �D�E�R�X�W

������ �‡! 1 �L�Q! M �G�L�U�H�F�W�L�R�Q �V�X�J�J�H�V�W�V �D �M�X�P�S �G�L�V�W�D�Q�F�H �W�K�D�W �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �W�K�H �V�L�]�H �R�I

�W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �X�Q�L�W �F�H�O�O�� �,�Q �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�G�k ���U�D�Q�J�H�� �W�K�H �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �L�V �L�Q �W�K�H �R�U�G�H�U �R�I

�������� �S�V! 1 �D�W ������ �.�� �7�K�L�V �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �D �P�H�D�Q �N�L�Q�H�W�L�F �H�Q�H�U�J�\ �L�Q �W�K�H

�R�U�G�H�U �R�I ���� �P�H�9�� �$�V �G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �W�K�H �L�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q�� �W�K�H �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�\ �R�I �D�Q �+2�2

�P�R�O�H�F�X�O�H �L�Q �D�Q �L�F�H �F�O�X�V�W�H�U �L�V �S�U�H�G�L�F�W�H�G �W�R �E�H �L�Q �W�K�H �R�U�G�H�U �R�I ������ �P�H�9 �>���� �������� �@�� �Z�K�L�O�H

�I�R�U �W�K�H �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�\ �R�I �D �P�R�O�H�F�X�O�H �R�Q �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �V�X�U�I�D�F�H�� �Y�D�O�X�H�V �L�Q �W�K�H �R�U��

�G�H�U �R�I ������ �P�H�9 �K�D�Y�H �E�H�H�Q �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G ���V�H�H�� �7�D�E������������ �:�H �W�K�X�V �H�[�S�H�F�W �W�R �R�E�V�H�U�Y�H �W�K�H

����



�� �+2�2 �$�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������

�D�� �E��

�)�L�J�X�U�H ���������� �(�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �R�I �+2�2 �R�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H �D�W ������ �. �Y�H�U�V�X�V�k �� �%�O�X�H
�D�Q�G �U�H�G�� �������� �0�/ �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �J�U�H�H�Q�� �������� �0�/ �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �\�H�O�O�R�Z�� �������� �0�/
�F�R�Y�H�U�D�J�H�� �D�� �2�E�V�H�U�Y�H�G �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �Z�K�H�Q �“�W�W�L�Q�J �(�T�� ������������ �E�� �'�H�F�D�\ �U�D�W�H
�D�W �������� �0�/ �F�R�Y�H�U�D�J�H �D�I�W�H�U �F�R�U�U�H�F�W�L�R�Q �D�V �G�H�V�F�U�L�E�H�G �L�Q �6�H�F�������������� �*�U�H�\
�G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H�� �X�Q�F�R�U�U�H�F�W�H�G �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �I�R�U �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q��

�G�L�I�I�X�V�L�R�Q �R�I �+2�2 �R�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H�� �U�D�W�K�H�U �W�K�D�Q �R�Q �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �R�I �D�Q �L�F�H �F�O�X�V�W�H�U��

�)�L�J���������� �V�K�R�Z�V� (�k ) �L�Q �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �W�R �W�K�H �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �R�I �K�R�S�S�L�Q�J �R�Q �D �K�H�[�D�J��

�R�Q�D�O �%�U�D�Y�D�L�V �O�D�W�W�L�F�H �Z�L�W�Ka = �������� �‡ �K�R�S�S�L�Q�J �G�L�V�W�D�Q�F�H�� �)�L�W�W�L�Q�J �D �V�X�P �R�I �M�X�P�S�V �W�R

�Q�H�D�U�H�V�W�� �Q�H�[�W���Q�H�D�U�H�V�W�� �D�Q�G �Q�H�[�W���Q�H�[�W���Q�H�D�U�H�V�W �Q�H�L�J�K�E�R�X�U�V �S�U�R�G�X�F�H�G �D �P�R�V�W �S�U�R�E�D�E�O�H

�“�W �Z�L�W�K �D �K�R�S�S�L�Q�J �U�D�W�H� ! 1 = ����������� ����������� ���� ! 2 �S�V! 1 �D�Q�G �D �U�H�O�D�W�L�Y�H �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�I

pn = ������ � ���� ���� pnn = ������ � ���� ���� �D�Q�Gpnnn = ������ � ���� �� �I�R�U �Q�H�D�U�H�V�W�� �Q�H�[�W���Q�H�D�U�H�V�W�� �D�Q�G

�Q�H�[�W���Q�H�[�W���Q�H�D�U�H�V�W �Q�H�L�J�K�E�R�X�U �M�X�P�S�V�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �)�R�U �D�Q �L�O�O�X�V�W�U�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H�V�H �W�K�U�H�H

�M�X�P�S�V�� �V�H�H �)�L�J������������ �)�R�U �H�D�F�K �G�L�V�W�D�Q�F�H�� �M�X�P�S�V �W�R �V�L�[ �S�R�V�L�W�L�R�Q�V �D�U�H �S�R�V�V�L�E�O�H�� �D�V �L�Q�G�L��

�F�D�W�H�G �E�\ �W�K�H �F�R�O�R�X�U�H�G �G�R�W�V�� �$�O�V�R �V�L�J�Q�L�“�F�D�Q�W �L�V �W�K�H �R�F�F�X�U�U�H�Q�F�H �R�I �D�k ���L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W

�R�I�I�V�H�WC = ��������� ��������� ���� ! 3 �S�V! 1�� �:�H �L�Q�W�H�U�S�U�H�W �W�K�L�V �D�V �D �P�R�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �P�R�O�H�F�X�O�H�V �L�Q

�W�K�H �]���G�L�U�H�F�W�L�R�Q �V�L�Q�F�H �W�K�H �S�D�U�D�O�O�H�O �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W �R�I�k �Y�D�Q�L�V�K�H�V �L�Q �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �U�H�t�H�F�W�L�R�Q

�F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �L�W �K�D�V �W�R �E�H �N�H�S�W �L�Q �P�L�Q�G�� �W�K�D�W �W�K�H �F�R�U�U�H�F�W�L�R�Q�� �Z�K�L�F�K �K�D�V �E�H�H�Q

�D�S�S�O�L�H�G �W�R �W�K�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H�V�� �L�V �Q�R�W �Y�D�O�L�G �L�Q �U�H�J�L�R�Q�V �Y�H�U�\ �F�O�R�V�H �W�R �V�X�E�V�W�U�D�W�H

�G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N�V ���L���H�� �D�W ����� �������� �‡! 1 �D�Q�G �D�W ��������� �������� �‡! 1����

�:�H �D�V�V�X�P�H �W�K�D�W �K�R�S�S�L�Q�J �R�F�F�X�U�V �E�H�W�Z�H�H�Q �K�R�O�O�R�Z �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�L�W�H�V �R�Q �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H

�V�X�U�I�D�F�H�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �M�X�P�S�V �I�U�R�P�W�R�S�W�R�W�R�S�� �D�V �Z�H�O�O �D�V �I�U�R�P�E�U�L�G�J�H�W�R�E�U�L�G�J�H�D�G�V�R�U�S��

�W�L�R�Q �V�L�W�H�V �D�U�H �D�O�V�R �L�P�S�R�U�W�D�Q�W �R�S�W�L�R�Q�V �W�R �F�R�Q�V�L�G�H�U �V�L�Q�F�H �W�K�H�\ �E�H�D�U �D �Y�H�U�\ �V�L�P�L�O�D�U �V�L�J�Q�D��

�W�X�U�H�� �/�R�R�N�L�Q�J �D�W �W�K�H �“�U�V�W �F�D�V�H�� �W�K�H�W�R�S�D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�L�W�H�V �D�U�H �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �Q�R�W �G�H�J�H�Q�H�U��

�D�W�H �E�H�F�D�X�V�H �R�I �W�K�H �1�L���������� �V�X�U�I�D�F�H �W�K�D�W �O�L�H�V �E�H�O�R�Z �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �O�D�\�H�U ���V�H�H �)�L�J������������

�L�Q�V�W�H�D�G �W�K�H �J�H�R�P�H�W�U�\ �F�D�Q �E�H �G�H�V�F�U�L�E�H�G �E�\ �W�Z�R �K�H�[�D�J�R�Q�D�O �%�U�D�Y�D�L�V �O�D�W�W�L�F�H�V �Z�L�W�K �G�L�I��

�I�H�U�H�Q�W �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�L�H�V�� �$ �J�H�Q�H�U�D�O�L�]�H�G �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �P�R�G�H�O �I�R�U �Q�R�Q���H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W

����



������ �$�G�V�R�U�E�D�W�H �'�\�Q�D�P�L�F�V

�D�� �E��

�)�L�J�X�U�H ���������� �&�R�U�U�H�F�W�H�G �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �R�I �+2�2 �R�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H �D�W ������ �. �Y�H�U�V�X�V
�k �� �%�O�X�H �D�Q�G �U�H�G�� �������� �0�/ �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �J�U�H�H�Q�� �������� �0�/ �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �\�H�O�O�R�Z��
�������� �0�/ �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �D�� �%�O�D�F�N �V�R�O�L�G �O�L�Q�H���&�(�P�R�G�H�O �Z�L�W�K �S�R�V�V�L�E�O�H �M�X�P�S�V �W�R
�W�K�H �W�K�U�H�H �F�O�R�V�H�V�W �V�L�W�H�V�� �*�U�H�H�Q �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H���&�(�P�R�G�H�O �Z�L�W�K �M�X�P�S�V �W�R �R�Q�O�\
�Q�H�L�J�K�E�R�X�U�L�Q�J �V�L�W�H�V�� �E�� �&�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �R�I �G�H�F�D�\ �U�D�W�H�V �D�W �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �V�X�U�I�D�F�H
�F�R�Y�H�U�D�J�H�V��

�D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�L�W�H�V �K�D�V �E�H�H�Q �H�V�W�D�E�O�L�V�K�H�G �E�\ �7�X�G�G�H�Q�K�D�P �H�W �D�O�� �>���� �@�� �:�H �Z�R�X�O�G �R�Q�O�\ �H�[��

�S�H�F�W �D �V�P�D�O�O �Q�R�Q���G�H�J�H�Q�H�U�D�F�\ �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H �V�L�W�H�V �V�L�Q�F�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �D�W�R�P�V �D�G�V�R�U�E�H�G �R�Q

�W�K�H �S�X�U�H �1�L���������� �O�D�\�H�U �V�K�R�Z �D�O�P�R�V�W �S�H�U�I�H�F�W �G�H�J�H�Q�H�U�D�F�\ �>���� �@ �D�Q�G �V�L�Q�F�H �Z�H �H�[�S�H�F�W �W�K�H

�D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �K�L�J�K�O�\ �V�\�P�P�H�W�U�L�F �J�U�D�S�K�H�Q�H �O�D�\�H�U �Q�R�W �W�R �L�Q�F�U�H�D�V�H �W�K�H �H�Q�H�U�J�H�W�L�F�D�O �D�V�\�P�P�H��

�W�U�\ �E�H�W�Z�H�H�Q �V�L�W�H�V�� �)�R�U �W�K�H �G�H�J�H�Q�H�U�D�W�H �F�D�V�H�� �W�K�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �L�V �E�\ �D �I�D�F�W�R�U

�W�Z�R �O�D�U�J�H�U �D�O�R�Q�J �W�K�H! K���G�L�U�H�F�W�L�R�Q �W�K�D�Q �D�O�R�Q�J �W�K�H! M���G�L�U�H�F�W�L�R�Q�� �)�R�U �Q�R�Q���G�H�J�H�Q�H�U�D�W�H

�V�L�W�H�V�� �D �V�H�F�R�Q�G�� �I�D�V�W�H�U �G�H�F�D�\ �D�S�S�H�D�U�V�� �Z�L�W�K �D�Q �D�P�S�O�L�W�X�G�H �W�K�D�W �L�V �Y�H�U�\ �O�R�Z �X�S �W�R �D�E�R�X�W

������ �‡! 1�� �D�Q�G �W�K�H�Q �U�L�V�H�V �V�W�H�H�S�O�\ ���V�H�H �)�L�J�V�� �� �D�Q�G �� �L�Q �>���� �@���� �:�H �G�R �Q�R�W �R�E�V�H�U�Y�H �V�X�F�K

�D �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�� �K�R�Z�H�Y�H�U �W�K�H �H�[�L�V�W�H�Q�F�H �R�I �V�X�U�I�D�F�H �S�K�R�Q�R�Q�V �D�Q�G �D �I�D�V�W �U�R�W�D�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X��

�V�L�R�Q �P�D�N�H �D �M�X�G�J�H�P�H�Q�W �G�L�I�“�F�X�O�W���%�U�L�G�J�H�W�R�E�U�L�G�J�H�M�X�P�S�V �E�H�D�U �D �V�L�P�L�O�D�U �J�H�R�P�H�W�U�\�W�R�S

�M�X�P�S�V�� �%�\ �W�K�H �V�D�P�H �U�H�D�V�R�Q�L�Q�J�� �Z�H �G�R �Q�R�W �H�[�S�H�F�W �W�K�L�V �W�R �E�H �D�Q �R�S�W�L�R�Q�� �V�L�Q�F�H �I�R�U �W�K�H

�F�D�V�H �R�I �Y�H�U�\ �V�P�D�O�O �Q�R�Q���G�H�J�H�Q�H�U�D�F�L�H�V�� �W�K�H �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �L�Q! K���G�L�U�H�F�W�L�R�Q �L�V �V�L�J�Q�L�“�F�D�Q�W�O�\

�K�L�J�K�H�U�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �I�X�U�W�K�H�U �L�Q�Y�H�V�W�L�J�D�W�L�R�Q �D�U�H �Q�H�H�G�H�G �W�R �W�H�V�W �R�X�U �D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q �W�K�D�W �W�K�H

�R�E�V�H�U�Y�H�G �S�U�R�F�H�V�V �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �M�X�P�S�V �E�H�W�Z�H�H�Q�K�R�O�O�R�Z�V�L�W�H�V��

�+�H�6�(�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �D�W �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V �U�H�Y�H�D�O�H�G �D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H

�G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �R�I� (�k ) ���V�H�H �)�L�J�������������� �7�R �H�Q�V�X�U�H �D �F�R�Q�V�W�D�Q�W �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H �R�I

�������� �0�/ �D�W �D�O�O �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V�� �D�Q �R�Y�H�U���S�U�H�V�V�X�U�H �Z�D�V �D�S�S�O�L�H�G �I�R�U �H�D�F�K �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W��

�Z�K�L�F�K �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�H�G �W�RI=I0 = ������ �V�S�H�F�X�O�D�U �U�H�t�H�F�W�H�G �V�L�J�Q�D�O�� �7�K�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �D�F�W�L�Y�D��

�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�\�� �Z�K�L�F�K �L�V �J�L�Y�H�Q �E�\ �W�K�H �V�O�R�S�H �R�I �W�K�H �O�R�J�D�U�L�W�K�P �Y�H�U�V�X�V �L�Q�Y�H�U�V�H �W�H�P�S�H�U�D��

�W�X�U�H�� �V�H�H�P�V �W�R �G�L�I�I�H�U �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H �W�Z�R �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U�V�k �� �D�W �Z�K�L�F�K �P�H�D�V�X�U�H��

����



�� �+2�2 �$�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������

n

nnnnn

�)�L�J�X�U�H ���������� �,�O�O�X�V�W�U�D�W�L�R�Q �R�I �Q�H�D�U�H�V�W ���Q���� �Q�H�[�W���Q�H�D�U�H�V�W ���Q�Q�� �D�Q�G �Q�H�[�W���Q�H�[�W���Q�H�D�U�H�V�W �Q�H�L�J�K��
�E�R�X�U �M�X�P�S�V �E�H�W�Z�H�H�Q�K�R�O�O�R�Z�D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�L�W�H�V �R�Q �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������
�O�D�W�W�L�F�H��

�P�H�Q�W�V �K�D�Y�H �E�H�H�Q �S�H�U�I�R�U�P�H�G�� �7�K�L�V �P�L�J�K�W �E�H �O�L�Q�N�H�G �W�R �D �F�K�D�Q�J�H �L�Q �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �F�R�Q��

�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �R�I �H�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V�� �Z�K�L�F�K �L�V �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R� (�k ) �E�\

�W�K�H �G�H �*�H�Q�Q�H�V �Q�D�U�U�R�Z�L�Q�J �G�L�V�F�X�V�V�H�G �D�E�R�Y�H�� �,�W �K�D�V �W�R �E�H �Q�R�W�H�G �W�K�D�W �D �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q

�R�I� inc (�k )�� �D�V �D�S�S�O�L�H�G �E�H�I�R�U�H �R�Y�H�U �D �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U �U�D�Q�J�H�� �K�D�V �Q�R�W �E�H�H�Q �D�S��

�S�O�L�H�G �K�H�U�H�� �D�V �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �D�W �W�Z�R�k �S�R�L�Q�W�V �G�R �Q�R�W �F�R�Q�W�D�L�Q �V�X�I�“�F�L�H�Q�W �V�W�U�X�F�W�X�U�D�O

�L�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q�� �,�Q �W�K�H �O�D�F�N �R�I �P�H�D�Q�V �I�R�U �I�X�U�W�K�H�U �L�Q�Y�H�V�W�L�J�D�W�L�R�Q�� �Z�H �W�D�N�H �W�K�H �D�Y�H�U�D�J�H �Y�D�O�X�H

Ea = ������ � ������ �P�H�9 �D�V �D�Q �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�Y�H �U�H�V�X�O�W �I�R�U �W�K�H �D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q �E�D�U�U�L�H�U �R�I �M�X�P�S �G�L�I�I�X��

�V�L�R�Q�� �,�Q �W�K�H �F�D�V�H �R�I �W�K�H �H�[�S�H�F�W�H�G �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �E�H�W�Z�H�H�Q�K�R�O�O�R�Z�V�L�W�H�V�� �W�K�L�V �D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q

�H�Q�H�U�J�\ �Z�R�X�O�G �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G �W�R �W�K�H �S�R�W�H�Q�W�L�D�O �H�Q�H�U�J�\ �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H �E�H�W�Z�H�H�Q �D�K�R�O�O�R�Z�D�Q�G

�D�E�U�L�G�J�H�D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�L�W�H�� �Z�K�L�F�K �Z�R�X�O�G �Q�H�H�G �W�R �E�H �R�Y�H�U�F�R�P�H �G�X�U�L�Q�J �D �M�X�P�S�� �7�K�L�V

�Y�D�O�X�H �L�V �T�X�L�W�H �K�L�J�K �L�Q �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �W�R �Z�K�D�W �L�V �H�[�S�H�F�W�H�G �I�U�R�P �'�)�7 �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q�V�� �$�V �G�L�V��

�F�X�V�V�H�G �L�Q �W�K�H �L�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�L�V �F�K�D�S�W�H�U�� �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�L�H�V �D�U�H �S�U�H�G�L�F�W�H�G �W�R �E�H

�L�Q �W�K�H �U�D�Q�J�H �R�I ������ �P�H�9 ���V�H�H �7�D�E������������ �7�K�H �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H�V �R�I �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q

�H�Q�H�U�J�L�H�V �E�H�W�Z�H�H�Q�K�R�O�O�R�Z�D�Q�G�E�U�L�G�J�H�V�L�W�H�V �D�U�H �L�Q �P�R�V�W �V�W�X�G�L�H�V �L�Q �W�K�H �R�U�G�H�U �R�I �R�Q�O�\ �D

�I�H�Z �P�H�9 ���H���J�� ���� �P�H�9 �>���� �@�� ���� �P�H�9 �>������ �@�� �� �P�H�9 �>������ �@����

�8�X�9�X�k �a�m�`�7���+�2 �S�?�Q�M�Q�M �.�2�+���v ���M�/ �_�Q�i���i�B�Q�M���H �.�B�z�m�b�B�Q�M

�:�H �K�D�Y�H �U�H�S�H�D�W�H�G �W�K�H�6�(�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �D�W �������� �0�/ �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H �D�W ������ �. �D�Q�G

�D�W ������ �. �Z�L�W�K �W�K�H �X�V�H �R�I �D �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �S�R�Z�H�U �V�X�S�S�O�\ �I�R�U �W�K�H �S�U�H�F�H�V�V�L�R�Q �F�R�L�O�V�� �Z�K�L�F�K �G�H��

����



������ �$�G�V�R�U�E�D�W�H �'�\�Q�D�P�L�F�V

�)�L�J�X�U�H ���������� �$�U�U�K�H�Q�L�X�V �S�O�R�W �R�I� (�k ) �Y�H�U�V�X�V �L�Q�Y�H�U�V�H �V�X�U�I�D�F�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �R�I �������� �0�/
�+2�2 �R�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H �D�W�k = �������� �‡! 1 �D�Q�G�k = �������� �‡! 1�� �7�K�H �V�W�U�D�L�J�K�W
�V�R�O�L�G �O�L�Q�H�V �L�Q�G�L�F�D�W�H �“�W�V �W�R �D�Q �$�U�U�K�H�Q�L�X�V���W�\�S�H �P�R�G�H�O �I�X�Q�F�W�L�R�Q��

�O�L�Y�H�U�V �D �O�R�Z�H�U �F�X�U�U�H�Q�W �D�W �D �K�L�J�K�H�U �S�U�H�F�L�V�L�R�Q�� �Z�K�L�F�K �H�Q�D�E�O�H�G �X�V �W�R �P�H�D�V�X�U�H �D�W �D �U�D�Q�J�H

�R�I �)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�H�V �I�U�R�P ��� ���� ! 2 �W�R ���� �S�V�� �,�Q �W�K�L�V �W�L�P�H �U�D�Q�J�H�� �W�K�H �I�D�V�W �G�H�F�D�\ �R�I �W�K�H �S�R�O�D�U��

�L�]�D�W�L�R�Q �L�V �Z�H�O�O �U�H�V�R�O�Y�H�G��

�:�H �K�D�Y�H �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �D�'�6�) �I�U�R�P �H�D�F�K�,�6�)�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W �D�W �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �R�I�I���V�S�H�F�X�O�D�U �D�Q��

�J�O�H�V
 �E�\ �)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P�D�W�L�R�Q�� �7�K�L�V �F�D�Q �E�H �X�V�H�G �W�R �F�U�H�D�W�H �D �P�D�S �R�I �W�K�H�'�6�) �D�O�R�Q�J


 �D�Q�G �D�O�R�Q�J�E �� �6�L�Q�F�H�+�H�6�(�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �K�D�G �E�H�H�Q �X�Q�G�H�U�W�D�N�H�Q �X�V�L�Q�J �D�Q �H�[�S�R��

�Q�H�Q�W�L�D�O �V�S�D�F�L�Q�J �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H �)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�H �S�R�L�Q�W�V�� �L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H�,�6�)�S�U�L�R�U �W�R

�)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �Z�D�V �Q�H�F�H�V�V�D�U�\�� �7�K�L�V �S�U�R�F�H�G�X�U�H �F�R�X�O�G �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �L�Q�W�U�R�G�X�F�H

�Q�R�Q���S�K�\�V�L�F�D�O �D�U�W�H�I�D�F�W�V�� �:�H �Y�D�U�L�H�G �W�K�H �V�D�P�S�O�L�Q�J �U�D�W�H �R�I �W�K�H �L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q �W�R �W�H�V�W �I�R�U

�W�K�H �S�R�V�V�L�E�O�H �D�S�S�H�D�U�D�Q�F�H �R�I �V�X�F�K �D�U�W�H�I�D�F�W�V�� �E�X�W �Q�R�Q�H �Z�H�U�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �L�Q �W�K�H �O�R�Z �H�Q�H�U�J�\

�U�D�Q�J�H �W�K�D�W �Z�H �D�U�H �L�Q�W�H�U�H�V�W�H�G �L�Q�� �7�K�H �“�Q�D�O �U�H�V�X�O�W�V �Z�H�U�H �R�E�W�D�L�Q�H�G �E�\ �L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�Q�J ��8

�O�L�Q�H�D�U�O�\ �V�S�D�F�H�G �T�X�H�U�\ �S�R�L�Q�W�V�� �)�X�U�W�K�H�U�P�R�U�H�� �D �+�D�Q�Q �Z�L�Q�G�R�Z �I�X�Q�F�W�L�R�Q �>������ �@ �Z�D�V �X�V�H�G

�I�R�U �W�K�H �)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P�D�W�L�R�Q�� �Z�K�L�F�K �Z�D�V �F�D�U�U�L�H�G �R�X�W �E�\ �X�V�L�Q�J �D �V�W�D�Q�G�D�U�G�I�D�V�W �)�R�X�U�L�H�U

�W�U�D�Q�V�I�R�U�P ���)�)�7���D�O�J�R�U�L�W�K�P��

�)�L�J���������� �V�K�R�Z�V �W�K�HS(
 , �E ) �P�D�S �W�K�D�W �Z�D�V �H�[�W�U�D�F�W�H�G �I�U�R�P �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �7�K�H

�5�D�\�O�H�L�J�K �P�R�G�H �D�Q�G �W�K�H �O�R�Q�J�L�W�X�G�L�Q�D�O �U�H�V�R�Q�D�Q�F�H�� �Z�K�L�F�K �Z�H �K�D�G �S�U�H�Y�L�R�X�V�O�\ �R�E�V�H�U�Y�H�G

�R�Q �W�K�H �E�D�U�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �V�X�U�I�D�F�H �D�U�H �F�O�H�D�U�O�\ �Y�L�V�L�E�O�H�� �5�R�X�J�K �H�V�W�L�P�D�W�H�V �R�I �W�K�H �L�Q�L�W�L�D�O �V�O�R�S�H�V

�D�U�H �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J���������� �E�� �I�R�U �W�K�H �5�D�\�O�H�L�J�K �P�R�G�H ���\�H�O�O�R�Z �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H�� �D�Q�G �I�R�U �W�K�H

�O�R�Q�J�L�W�X�G�L�Q�D�O �U�H�V�R�Q�D�Q�F�H ���J�U�H�\ �G�R�W�W�H�G �O�L�Q�H����

�7�K�H �L�Q�H�O�D�V�W�L�F �S�H�D�N �R�I �D �S�K�R�Q�R�Q �D�W�E �I�R�U �D �J�L�Y�H�Q�k �D�S�S�H�D�U�V �L�QI(�k , t ) �L�Q �W�K�H �I�R�U�P �R�I

�R�V�F�L�O�O�D�W�L�R�Q�V �R�I �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O�O�\ �G�H�F�D�\�L�Q�J �D�P�S�O�L�W�X�G�H �Z�L�W�K �I�U�H�T�X�H�Q�F�\! = �E
~ �� �7�K�H �H�[�S�R��

�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �L�V �O�L�Q�N�H�G �W�R �W�K�H �S�K�\�V�L�F�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �R�I �W�K�H �F�R�K�H�U�H�Q�F�H �R�I �D �S�K�R�Q�R�Q��

����



�� �+2�2 �$�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������

�D�� �E��

�)�L�J�X�U�H ���������� �&�R�O�R�X�U �S�O�R�W�V �R�IS(
 , �E ) �R�I �������� �0�/ �+2�2 �R�Q �*�5 �D�W ������ �. �D�O�R�Q�J! K �D�Q�G
! M�� �+�H�L�J�K�W�V �D�Q�G �F�R�O�R�X�U�V �D�U�H �V�F�D�O�H�G �O�R�J�D�U�L�W�K�P�L�F�D�O�O�\ �D�Q�G �L�Q �W�K�H ���' �Y�L�H�Z��
�V�P�R�R�W�K�L�Q�J �K�D�V �E�H�H�Q �D�S�S�O�L�H�G �I�R�U �D �E�H�W�W�H�U �H�O�X�F�L�G�D�W�L�R�Q�� �D�� ���' �F�R�O�R�X�U �S�O�R�W
�W�R �H�P�S�K�D�V�L�]�H �W�K�H �H�[�L�V�W�H�Q�F�H �R�I �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �U�H�t�H�F�W�L�R�Q �S�H�D�N �D�Q�G �R�I �W�K�H
�S�K�R�Q�R�Q �E�U�D�Q�F�K�H�V�� �E�� �7�K�H �V�D�P�H �S�O�R�W �L�Q ���' �Y�L�H�Z�� �7�K�H �E�U�L�J�K�W �K�R�U�L�]�R�Q�W�D�O
�O�L�Q�H �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �H�O�D�V�W�L�F �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �<�H�O�O�R�Z �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H�� �L�Q�L�W�L�D�O �V�O�R�S�H
�R�I �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L���������� �5�D�\�O�H�L�J�K �P�R�G�H�� �*�U�H�\ �G�R�W�W�H�G �O�L�Q�H�� �L�Q�L�W�L�D�O �V�O�R�S�H
�R�I �W�K�H �L�F�H �5�D�\�O�H�L�J�K �P�R�G�H��

�E�X�W �G�H�S�H�Q�G�V �R�Q �W�K�H �V�O�R�S�H �R�I �W�K�H �S�K�R�Q�R�Q �G�L�V�S�H�U�V�L�R�Q �O�L�Q�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �W�R �W�K�H �G�L�U�H�F�W�L�R�Q �R�I

�W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W �L�Q �W�K�H�E �J�k �S�O�D�Q�H�� �7�K�L�V �Z�R�X�O�G �W�K�H�R�U�H�W�L�F�D�O�O�\ �D�O�O�R�Z �X�V �W�R �L�Q�F�O�X�G�H

�D�Q �R�V�F�L�O�O�D�W�L�Q�J �W�H�U�P �L�Q �W�K�H �P�R�G�H�O �I�X�Q�F�W�L�R�Q �I�R�U �W�K�H �“�W�W�L�Q�J �S�U�R�F�H�G�X�U�H�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �W�K�H �K�L�J�K

�R�V�F�L�O�O�D�W�L�R�Q �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �D�Q�G �W�K�H �I�D�F�W �W�K�D�W �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �I�U�R�P �W�Z�R �V�X�U�I�D�F�H �S�K�R�Q�R�Q �P�R�G�H�V

�R�F�F�X�U�� �P�D�N�H�V �W�K�L�V �S�U�R�F�H�V�V �W�R�R �X�Q�V�W�D�E�O�H �W�R �E�H �V�X�F�F�H�V�V�I�X�O�� �$�W �V�K�R�U�W �)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�H�V �Z�H

�R�E�V�H�U�Y�H�G �W�K�H �F�R�H�[�L�V�W�H�Q�F�H �R�I �D �I�D�V�W �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\�� �D�Q�G �R�I �G�H�F�D�\�L�Q�J �R�V�F�L�O�O�D�W�L�R�Q�V

�I�U�R�P �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �S�K�R�Q�R�Q�V�� �:�H �K�D�Y�H �Q�R�W �V�X�F�F�H�H�G�H�G �L�Q �V�H�S�D�U�D�W�L�Q�J �W�K�H �W�Z�R�� �L�Q�V�W�H�D�G

�D�Q �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�Y�H �D�S�S�U�R�D�F�K �W�X�U�Q�H�G �R�X�W �W�R �Z�R�U�N�� �Z�K�L�F�K �L�Q�F�O�X�G�H�V �W�K�H �X�V�H �R�I �D �V�X�P �R�I

�W�Z�R �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\�V �W�R�J�H�W�K�H�U �Z�L�W�K �D �F�R�Q�V�W�D�Q�W �W�H�U�P �D�V �D �P�R�G�H�O �I�X�Q�F�W�L�R�Q��

I(�k , t ) = If a(�k ) � exp[! � f a(�k )t ] + Iqe(�k ) � exp[! � qe(�k )t ] + Iel(�k ), ����������

�Z�K�H�U�HIf a(�k ) �D�Q�GIqe(�k ) �D�U�H �W�K�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V �R�I �W�K�H �I�D�V�W �D�Q�G �R�I �W�K�H �V�O�R�Z �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O

�G�H�F�D�\�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\��Iel(�k ) �L�V �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�H��� f a(�k ) �L�V �W�K�H �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �R�I �W�K�H

�I�D�V�W �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �D�Q�G� qe(�k ) �L�V �W�K�H �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �R�I �W�K�H �V�O�R�Z �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �F�R�P��

�S�R�Q�H�Q�W�� �Z�K�L�F�K �V�W�H�P�V �I�U�R�P �W�K�H �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �W�K�D�W �Z�H �K�D�Y�H �D�O�U�H�D�G�\ �R�E�V�H�U�Y�H�G �L�Q �W�K�H

�O�R�Q�J �)�R�X�U�L�H�U���W�L�P�H �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �,�Q �W�K�L�V �D�S�S�U�R�D�F�K�� �W�K�H �“�U�V�W�� �I�D�V�W�H�U �G�H�F�D�\�L�Q�J �H�[�S�R��

�Q�H�Q�W�L�D�O �I�X�Q�F�W�L�R�Q �Q�H�H�G�V �W�R �E�H �V�H�H�Q �D�V �D�Q �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q �W�K�D�W �D�O�O�R�Z�V �X�V �W�R �L�G�H�Q�W�L�I�\ �W�K�H

�Q�D�W�X�U�H �R�I �W�K�H �I�D�V�W �G�H�F�D�\�� �)�L�J���������� �D�� �V�K�R�Z�V �D�Q �H�[�H�P�S�O�D�U�\�,�6�)�R�I �W�K�H �F�O�H�D�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H

�V�X�U�I�D�F�H �L�Q �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �Z�L�W�K �W�K�H�,�6�)�R�I �������� �0�/ �+2�2 �F�R�Y�H�U�D�J�H �D�W �W�K�H �V�D�P�H�k �� �7�K�H

����



������ �$�G�V�R�U�E�D�W�H �'�\�Q�D�P�L�F�V

�D�� �E��

�)�L�J�X�U�H ���������� �(�[�D�P�S�O�H�V �R�I�,�6�)�V �I�R�U �+2�2 �F�R�Y�H�U�H�G �D�Q�G �F�O�H�D�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H�� �D�� �Q�R�U�P�D�O��
�L�]�H�G �S�R�O�D�U�L�]�D�W�L�R�Q �Y�H�U�V�X�V �)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�H���k � �������� �‡! 1�� �<�H�O�O�R�Z �P�[�P �V�\�P�E�R�O�V��
�&�O�H�D�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H �D�W ������ �.�� �%�O�X�H �P���P �D�Q�G �G�L�D�P�R�Q�G �V�\�P�E�R�O�V�� �������� �0�/ �+2�2
�R�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H �D�W ������ �.�� �E�� �Q�R�U�P�D�O�L�]�H�G �S�R�O�D�U�L�]�D�W�L�R�Q �Y�H�U�V�X�V �)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�H��
�I�R�U �������� �0�/ �+2�2 �R�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H �D�W ������ �.���k � �������� �‡! 1�� �/�L�Q�H�V �V�K�R�Z �“�W
�S�D�U�D�P�H�W�H�U�V �I�U�R�P �“�W�W�L�Q�J �(�T�� ������������ �<�H�O�O�R�Z �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H�� �H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X��
�W�L�R�Q�� �J�U�H�H�Q �G�R�W�W�H�G �O�L�Q�H�� �6�O�R�Z �G�H�F�D�\ �S�O�X�V �H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�� �S�X�U�S�O�H
�V�R�O�L�G �O�L�Q�H�� �(�Q�W�L�U�H �“�W�W�H�G �I�X�Q�F�W�L�R�Q�� �L�Q�F�O�X�G�L�Q�J �I�D�V�W �G�H�F�D�\��

�,�6�)�R�I �W�K�H �F�O�H�D�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H �V�X�U�I�D�F�H �G�H�F�D�\�V �U�D�S�L�G�O�\ �W�R �D �O�R�Z�� �F�R�Q�V�W�D�Q�W �S�R�O�D�U�L�]�D�W�L�R�Q�� �G�X�H

�W�R �V�X�U�I�D�F�H �S�K�R�Q�R�Q�V�� �)�L�J���������� �E�� �V�K�R�Z�V �D�Q�,�6�)�R�I �������� �0�/ �+2�2 �F�R�Y�H�U�D�J�H �D�W �D �V�L�P�L�O�D�U

�k �� �W�R�J�H�W�K�H�U �Z�L�W�K �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �I�U�R�P �“�W�W�L�Q�J �(�T�� ������������ �,�W �L�V �L�P�S�R�U�W�D�Q�W �W�R �Q�R�W�L�F�H �W�K�D�W �W�K�H

�W�L�P�H �V�F�D�O�H �L�V �S�O�R�W�W�H�G �O�R�J�D�U�L�W�K�P�L�F�D�O�O�\ �L�Q �E�R�W�K �“�J�X�U�H�V�� �L�Q �R�U�G�H�U �W�R �Y�L�V�X�D�O�L�V�H �E�R�W�K �G�H�F�D�\�V��

�Z�K�L�F�K �D�U�H �V�H�S�D�U�D�W�H�G �E�\ �W�Z�R �R�U�G�H�U�V �R�I �P�D�J�Q�L�W�X�G�H �L�Q �W�H�U�P�V �R�I �W�K�H �G�H�F�D�\ �U�D�W�H�� �7�K�L�V �L�V

�D�O�V�R �W�K�H �U�H�D�V�R�Q �Z�K�\ �D�Q �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�H �V�S�D�F�L�Q�J �Z�D�V �F�K�R�V�H�Q �I�R�U �W�K�H �P�H�D��

�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �L�Q �R�U�G�H�U �W�R �E�H �D�E�O�H �W�R �P�H�D�V�X�U�H �R�Y�H�U �D �Y�H�U�\ �O�D�U�J�H �W�L�P�H �U�D�Q�J�H �D�Q�G �Z�L�W�K �D

�K�L�J�K �U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q �L�Q �W�L�P�H�� �E�X�W �V�W�L�O�O �D�W �U�H�D�V�R�Q�D�E�O�H �G�D�W�D �D�F�T�X�L�V�L�W�L�R�Q �W�L�P�H�V�� �7�K�H �G�L�I�I�H�U�H�Q�W

�F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V �R�I �(�T�� ���������� �D�V �D �U�H�V�X�O�W �R�I �W�K�H �“�W�W�L�Q�J �D�U�H �V�K�R�Z�Q �V�H�S�D�U�D�W�H�O�\ �L�Q �W�K�H �“�J�X�U�H��

�7�K�H �R�V�F�L�O�O�D�W�L�R�Q�V �D�U�H �F�O�H�D�U�O�\ �Y�L�V�L�E�O�H�� �Z�L�W�K �D �V�H�H�P�L�Q�J�O�\ �L�Q�F�U�H�D�V�L�Q�J �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �G�X�H �W�R �W�K�H

�O�R�J�D�U�L�W�K�P�L�F �W�L�P�H �V�F�D�O�H��

�7�K�H �I�D�V�W �G�H�F�D�\ �U�D�W�H� f a(�k ) �L�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J������������ �$�W �E�R�W�K �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V �D�Q�G �L�Q �E�R�W�K

�F�U�\�V�W�D�O �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�V�� �L�W �H�[�K�L�E�L�W�V �D �V�W�H�H�S �L�Q�L�W�L�D�O �U�L�V�H �X�S �W�R �D�E�R�X�W ������ �‡! 1�� �Z�K�H�U�H �D �G�L�V�W�L�Q�F�W

�N�L�Q�N �L�V �Y�L�V�L�E�O�H�� �$�W �K�L�J�K�H�U�k �� �D �V�R�U�W �R�I �V�L�Q�X�V�R�L�G�D�O �V�K�D�S�H �I�R�O�O�R�Z�V�� �$ �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �Z�L�W�K

S(�k , �E ) ���)�L�J������������ �V�K�R�Z�V �W�K�D�W �L�W �L�V �D�W �W�K�H �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U�� �Z�K�H�U�H �W�K�H �N�L�Q�N �L�V

�I�R�X�Q�G�� �W�K�D�W �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �5�D�\�O�H�L�J�K �P�R�G�H �U�H�D�F�K�H�V �D�Q �H�Q�H�U�J�\ �D�W �W�K�H �O�L�P�L�W �R�Q �W�K�H �F�U�H��

�D�W�L�R�Q �V�L�G�H�� �J�L�Y�H�Q �E�\ �W�K�H �H�Q�H�U�J�\ �R�I �W�K�H �L�Q�F�R�P�L�Q�J �K�H�O�L�X�P �D�W�R�P�V ���R�U �U�D�W�K�H�U �E�\ �W�K�H �)�R�X�U�L�H�U

�W�L�P�H �V�S�D�F�L�Q�J �R�I �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�� �Z�K�L�F�K �G�H�W�H�U�P�L�Q�H�V �W�K�H �P�D�[�L�P�X�P �R�E�V�H�U�Y�D�E�O�H �H�Q��

�H�U�J�\ �E�\ �W�K�H �)�R�X�U�L�H�U �U�H�O�D�W�L�R�Q �E�H�W�Z�H�H�Q �W�L�P�H �D�Q�G �H�Q�H�U�J�\ �V�S�D�F�H����

����



�� �+2�2 �$�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������

�)�L�J�X�U�H ���������� �)�D�V�W �G�H�F�D�\ �U�D�W�H� f a(�k ) �R�I �������� �0�/ �+2�2 �R�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H �Y�H�U�V�X�V�k �� �%�O�X�H
�D�Q�G �J�U�H�H�Q�� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H ������ �.�� �\�H�O�O�R�Z�� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H ������ �.��

�)�L�J���������� �D�� �V�K�R�Z�V �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �D�P�S�O�L�W�X�G�HIf a(�k ) �R�I �W�K�H �I�D�V�W �G�H�F�D�\�� �,�W �U�L�V�H�V �V�W�H�H�S�O�\

�X�S �W�R �D�E�R�X�W ������ �‡! 1�� �Z�K�H�U�H �L�W �G�U�R�S�V �X�S �W�R �D�E�R�X�W ������ �‡! 1�� �:�H �L�Q�W�H�U�S�U�H�W �W�K�L�V �D�V �W�K�H

�F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �I�U�R�P �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �S�K�R�Q�R�Q�V �E�\ �W�K�H �V�D�P�H �U�H�D�V�R�Q�L�Q�J �D�V �I�R�U� f a(�k )�� �)�R�U

�k �D�E�R�Y�H ������ �‡! 1�� �W�K�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H �U�L�V�H�V �D�J�D�L�Q �D�Q�G �G�U�R�S�V �V�K�D�U�S�O�\ �D�W �W�K�H �S�R�V�L�W�L�R�Q �R�I �W�K�H

�“�U�V�W �R�U�G�H�U �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N�� �:�H �W�H�Q�W�D�W�L�Y�H�O�\ �D�W�W�U�L�E�X�W�H �W�K�L�V �E�H�K�D�Y�L�R�X�U �W�R �D �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q

�I�U�R�P �U�R�W�D�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �R�I �W�K�H �+2�2 �P�R�O�H�F�X�O�H�V�� �)�R�U �X�Q�L���D�[�L�D�O �U�R�W�D�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �L�Q

�W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �S�O�D�Q�H�� �W�K�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W�,�6�)�L�V �J�L�Y�H�Q �E�\ �>������ �@��

Iinc,rot (�k , t ) =
1X

l =0

j 2
l (�k � R) exp[! l2DRt ], ����������

�Z�K�H�U�Hjl �L�V �W�K�H �F�\�O�L�Q�G�U�L�F�D�O �%�H�V�V�H�O �I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �“�U�V�W �N�L�Q�G��R �L�V �W�K�H �U�D�G�L�X�V �R�I �U�R�W�D�W�L�R�Q

�D�Q�GDR �L�V �D �U�R�W�D�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�W��DR �L�V�k ���L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W�� �E�X�W �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H

�F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �R�I �W�K�H �%�H�V�V�H�O �I�X�Q�F�W�L�R�Q�V �L�Q �W�K�H �V�X�P�P�D�W�L�R�Q �G�H�S�H�Q�G �R�Q�k �� �)�R�UR�� �Z�H

�K�D�Y�H �F�K�R�V�H�Q �W�K�H �G�L�V�W�D�Q�F�H �R�I �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �D�W�R�P�V �L�Q �W�K�H �+2�2 �P�R�O�H�F�X�O�H �W�R �L�W�V �F�H�Q�W�U�H

�R�I �P�D�V�V��R = ���������� �‡�� �7�K�L�V �Z�R�X�O�G �E�H �H�[�D�F�W�O�\ �F�R�U�U�H�F�W �I�R�U �W�K�H �F�D�V�H �R�I �Q�H�X�W�U�R�Q �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J��

�E�X�W �F�D�Q �R�Q�O�\ �V�H�U�Y�H �D�V �D�Q �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q �K�H�U�H�� �V�L�Q�F�H �W�K�H �K�H�O�L�X�P �D�W�R�P �V�F�D�W�W�H�U�V �I�U�R�P �W�K�H

�Y�D�O�H�Q�F�H �H�O�H�F�W�U�R�Q �F�O�R�X�G �R�I �W�K�H �P�R�O�H�F�X�O�H�� �7�K�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H�Vj 2
l (�k � R) �I�R�Ul = 1 : : : 4 �I�U�R�P

�(�T�� ���������� �D�U�H �D�O�V�R �S�O�R�W�W�H�G �L�Q �)�L�J���������� �D���� �)�U�R�P �W�K�H �S�O�R�W�V �L�W �F�D�Q �E�H �V�H�H�Q�� �W�K�D�W �R�Q�O�\ �W�K�H

�“�U�V�W �I�R�X�U �W�H�U�P�V �L�Q �W�K�H �V�X�P�P�D�W�L�R�Q �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�H �L�Q �W�K�H�k �U�D�Q�J�H �W�K�D�W �Z�H �D�U�H �V�W�X�G�\�L�Q�J�� �)�R�U

�W�K�H �F�D�V�H �R�I �L�V�R�W�U�R�S�L�F �U�D�W�K�H�U �W�K�D�W �X�Q�L���D�[�L�D�O �U�R�W�D�W�L�R�Q�� �D �O�D�Z �V�L�P�L�O�D�U �W�R �(�T�� ���������� �L�V �I�R�X�Q�G��

�E�X�W �Z�L�W�K �V�S�K�H�U�L�F�D�O �%�H�V�V�H�O �I�X�Q�F�W�L�R�Q�V�� �Z�K�L�F�K �V�H�H�P �W�R �D�J�U�H�H �O�H�V�V �Z�L�W�KIf a(�k ) �W�K�D�Q �W�K�H

�F�\�O�L�Q�G�U�L�F�D�O �R�Q�H�V ���V�H�H �J�U�H�\ �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H �L�Q �)�L�J���������� �D�� �I�R�U �W�K�Hl = �� �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�I

�L�V�R�W�U�R�S�L�F �U�R�W�D�W�L�R�Q�V���� �+�H�U�H�� �Z�H �P�D�G�H �W�K�H �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �E�H�W�Z�H�H�Q �U�R�W�D�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q

����



������ �$�G�V�R�U�E�D�W�H �'�\�Q�D�P�L�F�V

�D�� �E��

�)�L�J�X�U�H ���������� �)�D�V�W �G�H�F�D�\ �D�P�S�O�L�W�X�G�H �R�I �������� �0�/ �+2�2 �R�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H �Y�H�U�V�X�V�k �� �%�O�X�H �D�Q�G
�J�U�H�H�Q�� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H ������ �.�� �\�H�O�O�R�Z�� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H ������ �.�� �D�� �U�H�O�D�W�L�Y�H �D�P�S�O�L��
�W�X�G�HIf a(�k )�� �E�� �D�E�V�R�O�X�W�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H~If a(�k )�� �6�R�O�L�G �O�L�Q�H�V�� �H�[�S�H�F�W�H�G �F�R�Q��
�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �I�U�R�P �U�R�W�D�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �D�V �H�[�S�O�D�L�Q�H�G �L�Q �W�K�H �W�H�[�W�� �%�U�L�J�K�W �U�H�G
�O�L�Q�H��l = ���� �S�X�U�S�O�H �O�L�Q�H��l = ���� �E�O�X�H �O�L�Q�H��l = ���� �G�D�U�N �U�H�G �O�L�Q�H��l = ���� �J�U�H�\
�G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H�� �“�U�V�W �R�U�G�H�U �V�S�K�H�U�L�F�D�O �%�H�V�V�H�O �I�X�Q�F�W�L�R�Q �I�R�U �L�V�R�W�U�R�S�L�F �U�R�W�D�W�L�R�Q�V��

�D�Q�G �W�K�H�U�H�O�D�W�L�Y�H�G�H�F�D�\ �D�P�S�O�L�W�X�G�H�� �7�K�L�V �K�D�V �W�R �E�H �Y�L�H�Z�H�G �Z�L�W�K �V�X�V�S�L�F�L�R�Q�� �V�L�Q�F�H �U�H�O�D��

�W�L�Y�H �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �I�U�R�P �W�K�H �V�O�R�Z �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �D�Q�G �I�U�R�P �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �V�L�J�Q�D�O �P�L�J�K�W

�L�Q�W�H�U�I�H�U�H�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �L�Q �W�K�H�k �U�D�Q�J�H �R�I �L�Q�W�H�U�H�V�W�� �L���H���� �� �J ������ �‡! 1�� �W�K�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �V�O�R�Z

�G�H�F�D�\ �D�P�S�O�L�W�X�G�H �D�Q�G �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�H �D�U�H �U�D�W�K�H�U �F�R�Q�V�W�D�Q�W �L�Q�k �� �)�L�J���������� �E��

�V�K�R�Z�V �W�K�H �D�E�V�R�O�X�W�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H �R�I �W�K�H �I�D�V�W �G�H�F�D�\�� �,�W �L�V �Y�H�U�\ �t�D�W �L�Q �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �W�R �W�K�H

�H�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �W�K�H �V�O�R�Z �G�H�F�D�\ �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V�� �E�X�W �W�K�H �I�R�U�P �I�D�F�W�R�U �P�D�N�H�V �D �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �Z�L�W�K

�U�R�W�D�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �L�P�S�R�V�V�L�E�O�H�� �$ �V�W�U�D�L�J�K�W�I�R�U�Z�D�U�G �S�U�R�F�H�G�X�U�H �W�R �W�H�V�W �W�K�H �L�G�H�D �R�I �U�R��

�W�D�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �Z�R�X�O�G �E�H �W�R �“�W �(�T�� ���������� �W�R �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�G�,�6�)�V�� �7�K�L�V �L�G�H�D �V�K�R�X�O�G �E�H

�W�H�V�W�H�G �D�V �D �Q�H�[�W �V�W�H�S �L�Q �I�X�W�X�U�H �U�H�V�H�D�U�F�K��

�5�R�W�D�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �D�O�V�R �J�L�Y�H�V �U�L�V�H �W�R �D�Q �H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�� �Z�K�L�F�K �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R

�W�K�Hl = �� �W�H�U�P �R�I �(�T�� ������������

Iel,rot (�k ) = j 2
0 (�k � R). ����������

�)�L�J���������� �V�K�R�Z�V �W�K�H �V�X�P �R�IIqe(�k ) �D�Q�GIel(�k )�� �I�U�R�P �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �D�W �O�R�Q�J

�)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�H�V�� �W�R�J�H�W�K�H�U �Z�L�W�K �D �S�O�R�W �R�I �(�T�� ������������ �L�Q�F�R�U�S�R�U�D�W�L�Q�J �D�Q �R�I�I�V�H�W �R�I ������ �W�R �D�S��

�S�U�R�[�L�P�D�W�H�O�\ �P�D�W�F�K �W�K�H �G�D�W�D ���U�H�O�D�W�L�Y�H �W�R �W�K�H �V�K�R�U�W �W�L�P�H �V�F�D�O�H�V �R�I �W�K�H �I�D�V�W �G�H�F�D�\�� �W�K�H

�V�O�R�Z �G�H�F�D�\ �Q�H�H�G�V �D�O�V�R �W�R �E�H �W�U�H�D�W�H�G �D�V �H�O�D�V�W�L�F���� �:�K�L�O�H �L�W �G�R�H�V �Q�R�W �H�[�D�F�W�O�\ �P�D�W�F�K �W�K�H

�G�D�W�D�� �L�W �P�D�\ �V�H�U�Y�H �D�V �D�Q �H�[�S�O�D�Q�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �E�U�R�D�G �S�H�D�N�V �D�U�R�X�Q�G �� �‡! 1�� �7�K�L�V

�L�Q�W�H�U�S�U�H�W�D�W�L�R�Q �P�L�J�K�W �D�W �“�U�V�W �V�H�H�P �F�R�Q�W�U�D�G�L�F�W�R�U�\ �W�R �W�K�H �D�E�V�H�Q�F�H �R�I �U�R�W�D�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q

����



�� �+2�2 �$�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������

�)�L�J�X�U�H ���������� �6�X�P �R�I �V�O�R�Z �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�HIqe(�k ) �D�Q�G �H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�H
Iel(�k ) �Y�H�U�V�X�V�k �� �%�O�X�H �D�Q�G �U�H�G�� �������� �0�/ �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �J�U�H�H�Q�� �������� �0�/
�F�R�Y�H�U�D�J�H�� �\�H�O�O�R�Z�� �������� �0�/ �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �*�U�H�\ �D�Q�G �\�H�O�O�R�Z �O�L�Q�H�V�� �]�H�U�R�W�K �R�U��
�G�H�U �%�H�V�V�H�O �I�X�Q�F�W�L�R�Qj 2

0 (�k � R) �Z�L�W�K �D�Q �D�U�E�L�W�U�D�U�\ �D�P�S�O�L�W�X�G�H �S�O�X�V �D�Q �R�I�I�V�H�W
�R�I ������ �W�R �P�D�W�F�K �W�K�H �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �G�D�W�D��

�L�Q �W�K�H �E�H�Q�]�H�Q�H���J�U�D�S�K�H�Q�H �G�D�W�D �G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �&�K�D�S���� �� �2�X�U �L�G�H�D �L�V �W�K�D�W�� �V�L�Q�F�H �W�K�H �E�H�Q��

�]�H�Q�H �P�R�O�H�F�X�O�H �H�[�K�L�E�L�W�V �D �G�H���O�R�F�D�O�L�]�H�G� ���E�D�Q�G�� �U�R�W�D�W�L�R�Q�V �P�L�J�K�W �Q�R�W �E�H �Y�L�V�L�E�O�H �W�R �W�K�H

�K�H�O�L�X�P �D�W�R�P�� �7�K�H �+2�2 �P�R�O�H�F�X�O�H�� �R�Q �W�K�H �R�W�K�H�U �K�D�Q�G�� �H�[�K�L�E�L�W�V �D �V�L�J�Q�L�“�F�D�Q�W �G�L�S�R�O�H

�P�R�P�H�Q�W �D�Q�G �D �V�F�D�W�W�H�U�H�G �K�H�O�L�X�P �D�W�R�P �Z�R�X�O�G �W�K�X�V �E�H �V�H�Q�V�L�W�L�Y�H �W�R �U�R�W�D�W�L�R�Q�V��

�8�X�8 �*�Q�M�+�H�m�b�B�Q�M�b

�:�H �K�D�Y�H �V�W�X�G�L�H�G �W�K�H �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q�� �V�W�U�X�F�W�X�U�H �D�Q�G �G�\�Q�D�P�L�F�V �R�I �V�X�E���P�R�Q�R�O�D�\�H�U �+2�2 �D�G��

�V�R�U�E�H�G �R�Q �D �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L���������� �V�X�U�I�D�F�H��

�6�S�H�F�X�O�D�U3�+�H �U�H�t�H�F�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �R�I �W�K�H �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �R�I �+2�2 �R�Q �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H

�V�X�U�I�D�F�H �U�H�Y�H�D�O�H�G �D�Q �L�Q�L�W�L�D�O �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �Z�L�W�K �O�R�Z �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q �E�H�W�Z�H�H�Q �P�R�O�H�F�X�O�H�V �W�K�D�W

�D�O�O�R�Z�H�G �X�V �W�R �G�H�W�H�U�P�L�Q�H �D �K�H�O�L�X�P �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q �I�R�U �W�K�H �E�H�Q�]�H�Q�H �P�R�O�H�F�X�O�H��

� = �������� � ���� �‡2�� �1�R �I�R�U�P�D�W�L�R�Q �R�I �D�Q �+2�2 �P�R�Q�R�O�D�\�H�U �Z�D�V �R�E�V�H�U�Y�H�G�� �L�Q�G�L�F�D�W�L�Q�J �W�K�D�W

�W�K�H �+2�2 �G�R�H�V �Q�R�W �Z�H�W �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �V�X�U�I�D�F�H�� �,�Q�V�W�H�D�G�� �D �G�H�F�U�H�D�V�H �R�I �W�K�H �D�S�S�D�U�H�Q�W

�K�H�O�L�X�P �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q �Z�D�V �R�E�V�H�U�Y�H�G �D�W �K�L�J�K �V�X�E���P�R�Q�R�O�D�\�H�U �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �L�Q��

�G�L�F�D�W�L�Q�J �W�K�H �I�R�U�P�D�W�L�R�Q �R�I �L�V�O�D�Q�G�V��

�,�V�R�W�K�H�U�P�D�O �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �R�I �V�X�E���P�R�Q�R�O�D�\�H�U �F�R�Y�H�U�D�J�H�V �H�[�K�L�E�L�W �D�Q �H�[�S�R��

�Q�H�Q�W�L�D�O�O�\ �G�H�F�D�\�L�Q�J �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �7�K�H �L�Q�L�W�L�D�O �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �U�D�W�H �R�E�H�\�V �D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�H�G

�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �Z�L�W�K �D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�\ �R�I �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �R�I ��������� ���� �P�H�9��

�7�'�6�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �U�H�Y�H�D�O�H�G �W�K�H �H�[�L�V�W�H�Q�F�H �R�I �W�Z�R �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �S�H�D�N�V�� �$�Q�D�O�\�V�L�V �R�I �W�K�H

����



������ �&�R�Q�F�O�X�V�L�R�Q�V

�G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �R�I �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �Z�L�W�K �K�H�D�W�L�Q�J �U�D�W�H �Y�L�D �W�K�H �5�H�G�K�H�D�G �I�R�U�P�X�O�D

�\�L�H�O�G�V �D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�L�H�V �R�I �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �R�I �D�E�R�X�W ������ �P�H�9 �D�Q�G ������ �P�H�9 �I�U�R�P �W�K�H

�W�Z�R �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �S�H�D�N�V�� �:�H �W�H�Q�W�D�W�L�Y�H�O�\ �D�W�W�U�L�E�X�W�H �W�K�H�P �W�R �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �I�U�R�P �W�K�H �H�G�J�H

�D�Q�G �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �R�I �D�Q �L�V�O�D�Q�G��

�:�H �K�D�Y�H �S�H�U�I�R�U�P�H�G �K�H�O�L�X�P �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �R�I �D�E�R�X�W �� �0�/ �R�I �+2�2 �D�W ������ �.

�D�Q�G �D�W ������ �.�� �$�W ������ �.�� �Q�R �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �Z�D�V �R�E�V�H�U�Y�H�G �D�Q�G �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q

�S�H�D�N �Z�D�V �F�R�P�S�O�H�W�H�O�\ �V�X�S�S�U�H�V�V�H�G�� �:�H �D�W�W�U�L�E�X�W�H �W�K�L�V �W�R �W�K�H �I�R�U�P�D�W�L�R�Q �R�I �D�P�R�U�S�K�R�X�V

�L�F�H�� �$�W ������ �.�� �D �U�H�F�R�Y�H�U�\ �R�I �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N�V �Z�D�V �R�E�V�H�U�Y�H�G�� �Z�L�W�K �Q�R

�D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q�� �7�K�L�V �K�D�V �E�H�H�Q �L�Q�W�H�U�S�U�H�W�H�G �D�V �D �G�H���Z�H�W�W�L�Q�J �R�I �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H

�V�X�U�I�D�F�H �X�S�R�Q �K�H�D�W�L�Q�J�� �U�H�V�X�O�W�L�Q�J �L�Q �L�V�O�D�Q�G �I�R�U�P�D�W�L�R�Q��

�+�H�6�(�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �D�W ������ �. �L�Q �W�K�H �F�R�Y�H�U�D�J�H �U�D�Q�J�H �������� �J �������� �0�/ �U�H�Y�H�D�O�H�G �W�K�H

�H�[�L�V�W�H�Q�F�H �R�I �D �V�O�R�Z �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �Z�L�W�K �D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�\ �I�R�U �G�L�I�I�X�V�L�R�Q

Ea = ������ � ������ �P�H�9�� �$�S�S�O�\�L�Q�J �D �W�H�Q�W�D�W�L�Y�H �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W�,�6�)�G�H��

�F�D�\ �U�D�W�H �U�H�Y�H�D�O�H�G �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �E�H�W�Z�H�H�Q �K�R�O�O�R�Z �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�L�W�H�V�� �$�W ������ �.�� �Z�H

�I�R�X�Q�G �D �K�R�S�S�L�Q�J �U�D�W�H� ! 1 = ����������� ��������������� ! 2 �S�V! 1 �D�Q�G �D �U�H�O�D�W�L�Y�H �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�I
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�G�H�U�H�G�� �O�L�T�X�L�G���O�L�N�H �V�H�F�R�Q�G �O�D�\�H�U �>������ �� ������ �� ������ �@�� �)�L�Q�D�O�O�\�� �W�K�H�U�H �K�D�Y�H �E�H�H�Q �V�W�U�X�F�W�X�U�D�O

�V�W�X�G�L�H�V �X�V�L�Q�J �D�G�H�Q�V�L�W�\ �I�X�Q�F�W�L�R�Q�D�O �W�K�H�R�U�\ ���'�)�7���D�S�S�U�R�D�F�K �>������ �@�� �7�K�H �O�D�W�W�H�U �G�R �Q�R�W

�F�R�Q�V�L�G�H�U�� �K�R�Z�H�Y�H�U�� �O�D�W�H�U�D�O �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q�V��

�+�H�U�H�� �Z�H �U�H�S�R�U�W �R�Q �Q�H�X�W�U�R�Q �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �R�Q �I�X�O�O�\ �G�H�X�W�H�U�D�W�H�G �E�H�Q�]�H�Q�H��

�&6�' 6 �D�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �W�K�H �E�D�V�D�O �S�O�D�Q�H �V�X�U�I�D�F�H ������������ �R�I �H�[�I�R�O�L�D�W�H�G �J�U�D�S�K�L�W�H�� �7�K�H�V�H �P�H�D��

�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �F�R�Y�H�U �I�R�U �W�K�H �“�U�V�W �W�L�P�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H�V �E�H�W�Z�H�H�Q �������� �D�Q�G �� �0�/

����



������ �(�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O

�L�Q �D �F�R�K�H�U�H�Q�W �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�� �7�K�L�V �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V �D �I�X�O�O �R�Y�H�U�Y�L�H�Z �R�I �W�K�H �V�W�U�X�F�W�X�U�H �I�U�R�P �L�V�R��

�O�D�W�H�G �P�R�O�H�F�X�O�H�V �W�R �D �G�H�Q�V�H �G�R�X�E�O�H �O�D�\�H�U�� �2�X�U �G�D�W�D �L�Q�G�L�F�D�W�H �W�K�H �W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q �W�R �D �W�K�U�H�H��

�G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�D�O �O�L�T�X�L�G �D�W �F�R�Y�H�U�D�J�H�V �R�I �P�R�U�H �W�K�D�Q �� �0�/�� �7�K�H �V�W�U�X�F�W�X�U�H �Z�D�V �I�R�O�O�R�Z�H�G �I�U�R�P

�O�R�Z �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �D�F�U�R�V�V �W�K�H �P�H�O�W�L�Q�J �W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q �X�S �W�R ������ �.��

�7�K�L�V �F�K�D�S�W�H�U �L�V �R�U�J�D�Q�L�V�H�G �D�V �I�R�O�O�R�Z�V�� �$�I�W�H�U �W�K�L�V �J�H�Q�H�U�D�O �L�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q�� �Z�H �G�H�V�F�U�L�E�H �W�K�H

�V�D�P�S�O�H �S�U�H�S�D�U�D�W�L�R�Q �S�U�R�F�H�G�X�U�H �D�Q�G �W�K�H �L�Q�V�W�U�X�P�H�Q�W �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V �X�V�H�G �I�R�U �W�K�H �P�H�D��

�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �,�Q �W�K�H �V�X�E�V�H�T�X�H�Q�W �V�H�F�W�L�R�Q�� �Z�H �S�U�H�V�H�Q�W �W�K�H �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �U�H�V�X�O�W�V �D�Q�G �W�K�H

�D�Q�D�O�\�V�L�V�� �:�H �“�Q�L�V�K �W�K�H �F�K�D�S�W�H�U �Z�L�W�K �D �G�L�V�F�X�V�V�L�R�Q �R�I �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �L�Q �Y�L�H�Z �R�I �S�D�V�W �U�H�V�X�O�W�V

�D�Q�G �I�X�W�X�U�H �U�H�V�H�D�U�F�K��

�e�X�k �1�t�T�2�`�B�K�2�M�i���H

�e�X�k�X�R �a���K�T�H�2 �S�`�2�T���`���i�B�Q�M

�$�V �H�[�S�O�D�L�Q�H�G �L�Q �W�K�H �L�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q�� �W�K�H �V�D�P�S�O�H �S�U�H�S�D�U�D�W�L�R�Q �D�Q�G �W�K�H �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �S�U�R��

�F�H�G�X�U�H �K�D�Y�H �Q�R�W �E�H�H�Q �X�Q�G�H�U�W�D�N�H�Q �E�\ �P�H�� �E�X�W �E�\ �+�� �+�H�G�J�H�O�D�Q�G�� �$�� �3�� �-�D�U�G�L�Q�H �D�Q�G

�3�� �)�R�X�T�X�H�W�� �)�R�U �F�R�P�S�O�H�W�H�Q�H�V�V�� �, �Z�L�O�O �Q�H�Y�H�U�W�K�H�O�H�V�V �L�Q�F�O�X�G�H �W�K�H�L�U �G�H�V�F�U�L�S�W�L�R�Q �L�Q �W�K�L�V

�V�X�E���V�H�F�W�L�R�Q��

�1�H�X�W�U�R�Q �D�Q�G �[���U�D�\ �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�V �R�I �K�\�G�U�R�F�D�U�E�R�Q �P�R�O�H�F�X�O�H�V �D�G�V�R�U�E�H�G �R�Q

�J�U�D�S�K�L�W�H �U�H�T�X�L�U�H �W�K�H �X�V�H �R�I �K�L�J�K �V�X�U�I�D�F�H �G�H�Q�V�L�W�\ �V�X�E�V�W�U�D�W�H�V �G�X�H �W�R �W�K�H �V�P�D�O�O �V�X�U��

�I�D�F�H �V�L�J�Q�D�O�� �+�H�U�H�� �F�K�H�P�L�F�D�O�O�\ �H�[�I�R�O�L�D�W�H�G �J�U�D�S�K�L�W�H �K�D�V �E�H�H�Q �X�V�H�G�� �Z�K�L�F�K �L�V �D �Z�L�G�H�O�\

�X�V�H�G �K�L�J�K �V�X�U�I�D�F�H �G�H�Q�V�L�W�\ �P�D�W�H�U�L�D�O �W�K�D�W �W�\�S�L�F�D�O�O�\ �K�D�V �D �V�S�H�F�L�“�F �V�X�U�I�D�F�H �D�U�H�D �R�I �D�E�R�X�W

���� �P 2�J! 1 �D�Q�G �U�H�W�D�L�Q�V �D �V�X�I�“�F�L�H�Q�W�O�\ �O�R�Z �G�H�I�H�F�W �G�H�Q�V�L�W�\ �>������ �������� �@�� �,�Q �D�G�G�L�W�L�R�Q�� �H�[�I�R��

�O�L�D�W�H�G �J�U�D�S�K�L�W�H �V�D�P�S�O�H�V �V�K�R�Z �D �S�U�H�I�H�U�H�Q�W�L�D�O �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �E�D�V�D�O �S�O�D�Q�H �V�X�U�I�D�F�H�V��

�7�K�L�V �Z�D�V �H�[�S�O�R�L�W�H�G �E�\ �R�U�L�H�Q�W�L�Q�J �W�K�H �E�D�V�D�O �S�O�D�Q�H�V �S�D�U�D�O�O�H�O �W�R �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �S�O�D�Q�H �R�I

�W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q�V�� ���� �J �R�I �3�D�S�\�H�[ �H�[�I�R�O�L�D�W�H�G �J�U�D�S�K�L�W�H �R�I �J�U�D�G�H �1������ ���! �������� �� �&�� �&�D�U��

�E�R�Q�H �/�R�U�U�D�L�Q�H�� �*�H�Q�Q�H�Y�L�O�O�L�H�U�V�� �)�U�D�Q�F�H�� �Z�D�V �S�U�H�S�D�U�H�G �L�Q �W�K�H �I�R�U�P �R�I �H�[�I�R�O�L�D�W�H�G �J�U�D�S�K�L�W�H

�G�L�V�N�V �R�I �� �F�P �G�L�D�P�H�W�H�U �W�K�D�W �Z�H�U�H �K�H�D�W�H�G �W�R ������ �. �X�Q�G�H�U �Y�D�F�X�X�P �I�R�U �� �G�D�\�V �D�Q�G �V�X�E��

�V�H�T�X�H�Q�W�O�\ �W�U�D�Q�V�I�H�U�U�H�G �W�R �D �F�\�O�L�Q�G�U�L�F�D�O �D�O�X�P�L�Q�L�X�P �V�D�P�S�O�H �K�R�O�G�H�U �X�Q�G�H�U �S�U�R�W�H�F�W�L�Y�H �D�W��

�P�R�V�S�K�H�U�H�� �7�K�H �V�D�P�S�O�H �K�R�O�G�H�U �Z�D�V �V�H�D�O�H�G �E�\ �D �O�L�G �Z�L�W�K �D �V�W�H�H�O �N�Q�L�I�H �H�G�J�H �D�Q�G �F�R�Q��

�Q�H�F�W�H�G �W�R �D �J�D�V �V�R�U�S�W�L�R�Q �V�\�V�W�H�P �Y�L�D �D �K�H�D�W�H�G �V�W�H�H�O �F�D�S�L�O�O�D�U�\�� �7�K�H �V�X�U�I�D�F�H �G�H�Q�V�L�W�\ �R�I

�W�K�H �V�D�P�S�O�H �Z�D�V �P�H�D�V�X�U�H�G�L�Q���V�L�W�X�E�\�%�U�X�Q�D�X�H�U���(�P�P�H�W�W���7�H�O�O�H�U ���%�(�7���Q�L�W�U�R�J�H�Q �D�G�V�R�U�S��

�W�L�R�Q �L�V�R�W�K�H�U�P�V �W�K�D�W �Z�H�U�H �R�E�W�D�L�Q�H�G �X�V�L�Q�J �D �K�L�J�K �S�U�H�F�L�V�L�R�Q �D�E�V�R�O�X�W�H �S�U�H�V�V�X�U�H �J�D�X�J�H

���%�D�U�D�W�U�R�Q �������$�� �0�.�6 �,�Q�V�W�U�X�P�H�Q�W�V���� �$ �V�S�H�F�L�“�F �V�X�U�I�D�F�H �D�U�H�D �R�I ���� �P2�J! 1 �Z�D�V �I�R�X�Q�G��

����



�� �7�K�H �6�W�U�X�F�W�X�U�H �R�I �'�H�X�W�H�U�D�W�H�G �%�H�Q�]�H�Q�H �$�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �W�K�H �*�U�D�S�K�L�W�H ������������ �%�D�V�D�O �3�O�D�Q�H

�)�X�O�O�\ �G�H�X�W�H�U�D�W�H�G �E�H�Q�]�H�Q�H ���������� �� �'�� �&�(�$ �6�D�F�O�D�\�� �Z�D�V �X�V�H�G �L�Q �W�K�L�V �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W �W�R �H�Q��

�K�D�Q�F�H �F�R�K�H�U�H�Q�W �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �+�H�U�H�� �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H��� �� �L�V �G�H�“�Q�H�G �E�\ �W�K�H

�U�D�W�L�R �R�I �W�K�H �P�R�O�H�F�X�O�D�U �G�H�Q�V�L�W�\��� �� �G�L�Y�L�G�H�G �E�\ �W�K�H �G�H�Q�V�L�W�\ �R�I �W�K�H ��
p

7�[
p

7���5�����r �V�W�U�X�F��

�W�X�U�H ��� ML = ������������ �‡! 2�� �>������ �@����� = �=� ML �� �7�K�H �G�H�Q�V�L�W�\��� �� �Z�D�V �J�L�Y�H�Q �E�\ �W�K�H �F�K�D�Q�J�H

�L�Q �S�U�H�V�V�X�U�H �R�I �W�K�H �E�H�Q�]�H�Q�H �G�X�U�L�Q�J �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q ���H�[�S�O�R�L�W�L�Q�J �W�K�H �“�Q�L�W�H �Y�D�S�R�X�U �S�U�H�V�V�X�U�H

�R�I �E�H�Q�]�H�Q�H �D�W �U�R�R�P �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �D�Q�G �E�\ �W�K�H �N�Q�R�Z�Q �V�X�U�I�D�F�H �D�U�H�D �R�I �W�K�H �V�D�P�S�O�H��

�e�X�k�X�k �.�B�z�`���+�i�B�Q�M �J�2���b�m�`�2�K�2�M�i

�1�H�X�W�U�R�Q �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �Z�H�U�H �F�D�U�U�L�H�G �R�X�W �X�V�L�Q�J �W�K�H �K�L�J�K �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\ �S�R�Z�G�H�U

�G�L�I�I�U�D�F�W�R�P�H�W�H�U �'���� �D�W�,�/�/���V�H�H �6�H�F���������������� �X�V�L�Q�J �D �Z�D�Y�H�O�H�Q�J�W�K �R�I� = ������ �‡ �>������ �@��

�'�D�W�D �Z�H�U�H �W�D�N�H�Q �L�Q �D �U�D�Q�J�H �R�I �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U�VQ = jkf ! ki j �I�U�R�P ������ �W�R ������ �‡! 1��

�Z�K�H�U�Hki �D�Q�Gkf �D�U�H �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �Z�D�Y�H���Y�H�F�W�R�U�V �E�H�I�R�U�H �D�Q�G �D�I�W�H�U �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�U�R�P �W�K�H

�V�D�P�S�O�H�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �Z�H�U�H �S�H�U�I�R�U�P�H�G �D�W �U�H�O�D�W�L�Y�H �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H�V

�R�I �������� �0�/�� ������ �0�/�� ������ �0�/�� �D�Q�G ������ �0�/�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �D�Q�G �D�W �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V �L�Q �W�K�H �U�D�Q�J�H

�I�U�R�P ���� �W�R ������ �.�� �7�K�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �Z�D�V �F�R�Q�W�U�R�O�O�H�G �X�V�L�Q�J �D �V�W�D�Q�G�D�U�G �O�L�T�X�L�G �K�H�O�L�X�P

�F�U�\�R�V�W�D�W ���M�R�U�D�Q�J�H�M �F�U�\�R�V�W�D�W�� �>������ �@���� �$�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �R�I �W�K�H �F�O�H�D�Q

�J�U�D�S�K�L�W�H �V�D�P�S�O�H �Z�H�U�H �S�H�U�I�R�U�P�H�G �D�W �D�O�O �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V�� �7�K�H �J�U�D�S�K�L�W�H �V�X�E�V�W�U�D�W�H �D�Q�G

�L�W�V �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �U�H�P�D�L�Q�H�G �W�K�H �V�D�P�H �W�K�U�R�X�J�K�R�X�W �D�O�O �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �6�X�E�V�H�T�X�H�Q�W�O�\�� �W�K�H

�F�O�H�D�Q �J�U�D�S�K�L�W�H �G�D�W�D �Z�H�U�H �V�X�E�W�U�D�F�W�H�G �I�U�R�P �W�K�H �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �G�D�W�D �R�I �W�K�H �D�G�V�R�U�E�D�W�H �V�\�V��

�W�H�P�V �D�W �H�T�X�D�O �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H ���V�H�H �)�L�J������������ �)�L�Y�H �U�H�J�L�R�Q�V �L�Q �W�K�H �G�D�W�D �V�K�R�Z �Y�H�U�\ �V�W�U�R�Q�J

�V�L�J�Q�D�O �I�U�R�P �W�K�H �J�U�D�S�K�L�W�H �V�X�E�V�W�U�D�W�H �W�K�D�W �P�D�V�N�V �W�K�H �V�L�J�Q�D�O �I�U�R�P �W�K�H �E�H�Q�]�H�Q�H �D�G�V�R�U�E�D�W�H
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�W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �E�H�Q�]�H�Q�H �P�R�O�H�F�X�O�H�� �$�V�V�X�P�L�Q�J �D�Q �L�Q�L�W�L�D�O �V�W�L�F�N�L�Q�J

�F�R�H�I�“�F�L�H�Q�W �F�O�R�V�H �W�R �X�Q�L�W�\ ���D�V �D�O�V�R �G�R�Q�H �E�\ �=�D�F�K�D�U�L�D �H�W �D�O�� �>������ �@���� �D �K�H�O�L�X�P �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J

�F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �E�H�Q�]�H�Q�H �P�R�O�H�F�X�O�H �R�I� ini t = �������� � �������� �‡2 �L�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �D�W ������ �.��

�7�K�L�V �L�V �D �U�H�P�D�U�N�D�E�O�\ �O�D�U�J�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q �W�K�D�W �Z�H �F�D�Q �R�Q�O�\ �W�H�Q�W�D�W�L�Y�H�O�\ �H�[�S�O�D�L�Q

�E�\ �W�K�H �Y�H�U�\ �O�D�U�J�H �S�R�O�D�U�L�V�D�E�L�O�L�W�\ �R�I �W�K�H �E�H�Q�]�H�Q�H �P�R�O�H�F�X�O�H�� �Z�K�L�F�K �L�V �V�L�[ �W�L�P�H�V �O�D�U�J�H�U �L�Q

�F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �Z�L�W�K�� �H���J���� �&�2 �>������ �������� �@��

�:�H �K�D�Y�H �U�H�S�U�R�G�X�F�H�G �W�K�H �K�L�J�K �F�R�Y�H�U�D�J�H �G�H�Y�H�O�R�S�P�H�Q�W �R�I �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �V�L�J�Q�D�O �W�R �D

�J�R�R�G �P�D�W�F�K �E�\ �D�S�S�O�\�L�Q�J �D �P�R�G�H�O �G�H�Y�H�O�R�S�H�G �E�\ �&�R�P�V�D �H�W �D�O�� �>���� �@�� �,�Q �W�K�L�V �P�R�G�H�O��

�U�H�t�H�F�W�L�Y�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�U�R�P �E�R�W�K �W�K�H �V�X�E�V�W�U�D�W�H �D�Q�G �W�K�H �D�G�V�R�U�E�D�W�H �L�V �W�D�N�H�Q �L�Q�W�R �D�F�F�R�X�Q�W��

�D�V �Z�H�O�O �D�V �L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�H �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H �W�Z�R �O�D�\�H�U�V �G�X�H �W�R �D �K�H�L�J�K�W �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�Hh�� �7�K�H

�W�R�W�D�O �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �D�P�S�O�L�W�X�G�H �L�V �W�K�H �V�X�P �R�I �W�K�H �W�Z�R �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�VA = AS + AAei' �� �Z�L�W�K �D

�S�K�D�V�H �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H' �D�Q�G �W�K�H �V�X�E�V�W�U�D�W�H �D�Q�G �D�G�V�R�U�E�D�W�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �D�P�S�O�L�W�X�G�H�VAS�� �D�Q�G

AA �� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �7�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �U�H�t�H�F�W�H�G �V�L�J�Q�D�O �L�V �W�K�H �V�T�X�D�U�H �R�I �W�K�H �W�R�W�D�O �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J

�D�P�S�O�L�W�X�G�HA��

I
I0

=
�

A
A0

� 2

= [ A2
S + 2ASAA cos' + A2

A]=A2
0, ����������

�Z�K�H�U�H �W�K�H �L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�H �W�H�U�P �L�Q �W�K�H �P�L�G�G�O�H �L�V �G�H�W�H�U�P�L�Q�H�G �E�\' = 2 � 2h cos
 i
� �� �Z�L�W�K �W�K�H

�D�Q�J�O�H
 i �R�I �W�K�H �L�Q�F�R�P�L�Q�J �K�H�O�L�X�P �E�H�D�P �D�Q�G �W�K�H �K�H�O�L�X�P �Z�D�Y�H�O�H�Q�J�W�K� �� �:�H �D�V�V�X�P�H�G

�G�L�I�I�H�U�H�Q�W �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V �I�R�UAS �D�Q�GAA �� �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �W�R �Q�R �D�G�S�D�U�W�L�F�O�H �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q�� �P�D�[��

�L�P�X�P �D�W�W�U�D�F�W�L�R�Q �D�Q�G �P�D�[�L�P�X�P �U�H�S�X�O�V�L�R�Q�� �7�K�H �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �G�D�W�D �F�R�X�O�G �R�Q�O�\ �E�H �U�H�D��

������



�� �%�H�Q�]�H�Q�H �$�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������

�V�R�Q�D�E�O�\ �U�H�S�U�R�G�X�F�H�G �X�Q�G�H�U �W�K�H �D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q �R�I �O�D�W�W�L�F�H �J�D�V �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q���L���H����

AS

A0
= (1 ! � )

� A
2 ns ����������

AA

A0
= ( � )

� V
2 ns, ����������

�Z�L�W�K �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q�V� A �D�Q�G� V �I�R�U �D�Q �D�G�S�D�U�W�L�F�O�H �D�Q�G �D �Y�D�F�D�Q�F�\�� �U�H�V�S�H�F��

�W�L�Y�H�O�\�� �7�K�H �U�H�V�X�O�W�L�Q�J �F�X�U�Y�H�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �E�\ �“�W�W�L�Q�J �W�K�H �G�H�V�F�U�L�E�H�G �P�R�G�H�O �F�D�Q �E�H �V�H�H�Q �D�V

�W�K�H �E�U�L�J�K�W �J�U�H�H�Q �D�Q�G �U�H�G �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H�V �L�Q �)�L�J���������� �7�K�H �D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q �R�I �D �O�D�W�W�L�F�H �D�G��

�V�R�U�S�W�L�R�Q �L�V �Q�R�W �U�H�D�V�R�Q�D�E�O�H �L�Q �W�K�L�V �K�L�J�K �F�R�Y�H�U�D�J�H �U�D�Q�J�H�� �H�V�S�H�F�L�D�O�O�\ �Q�R�W �D�I�W�H�U �W�K�H �R�E��

�V�H�U�Y�D�W�L�R�Q �R�I �L�V�O�D�Q�G �I�R�U�P�D�W�L�R�Q�� �)�X�U�W�K�H�U�P�R�U�H�� �Z�H �P�D�G�H �D�Q �L�P�S�R�U�W�D�Q�W �D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q �W�K�D�W

�L�V �Q�R�W �V�W�U�D�L�J�K�W�I�R�U�Z�D�U�G �W�R �M�X�V�W�L�I�\�� �Q�D�P�H�O�\ �W�K�D�W �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H� �G�H�S�H�Q�G�V �O�L�Q�H�D�U�O�\

�R�Q �W�K�H �H�[�S�R�V�X�U�H�� �,�W �L�V �W�K�X�V �L�P�S�R�U�W�D�Q�W �W�R �Q�R�W�H �W�K�D�W �W�K�H �R�E�W�D�L�Q�H�G �U�H�V�X�O�W�V �K�D�Y�H �W�R �E�H �L�Q��

�W�H�U�S�U�H�W�H�G �Z�L�W�K �F�D�U�H�� �D�V �W�K�H�L�U �R�Q�O�\ �M�X�V�W�L�“�F�D�W�L�R�Q �O�L�H�V �L�Q �W�K�H�L�U �D�E�L�O�L�W�\ �W�R �U�H�S�U�R�G�X�F�H �W�K�H �O�L�Q�H

�V�K�D�S�H�� �7�K�H �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V �W�K�D�W �Z�H�U�H �R�E�W�D�L�Q�H�G �I�U�R�P �W�K�H �“�W�W�L�Q�J �D�U�H �O�L�V�W�H�G �L�Q �7�D�E���������� �$�W

�7 �>�.�@� ini t �>�‡2�@ AS �>���@ AA �>���@ � A �>�‡2�@ � V �>�‡2�@ h �>�‡�@

������ �. ������ � ������ �J �J �J �J �J
������ �. ������ � ������ ���������� � �������� �������� � �������� ������ � �� ���� � �� ���������� � ����������
������ �. ������ � ������ �������� � ������ �������� � �������� ������ � �� ������ � ������ ���������� � ����������

�7�D�E�O�H �������� �8�S�W�D�N�H �L�V�R�W�K�H�U�P�V �R�I �E�H�Q�]�H�Q�H �R�Q �*�5 �D�W �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V��

�E�R�W�K �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V�� �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �U�H�t�H�F�W�L�Y�L�W�\ �R�I �W�K�H �E�H�Q�]�H�Q�H �P�R�Q�R�O�D�\�H�UAA �L�V �D�E�R�X�W

������ �� �R�I �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �U�H�t�H�F�W�L�Y�L�W�\�� �Z�K�L�F�K �L�W�V�H�O�I �Z�H �K�D�Y�H �G�H�W�H�U�P�L�Q�H�G �W�R ���� ���� �7�K�H �D�S��

�S�D�U�H�Q�W �K�H�O�L�X�P �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �D�G�V�R�U�E�D�W�H��� A �� �L�V �W�K�U�H�H �W�L�P�H�V �V�P�D�O�O�H�U

�W�K�D�Q �W�K�H� ini t �� �L�Q�G�L�F�D�W�L�Q�J �D �V�W�U�R�Q�J �R�Y�H�U�O�D�S �R�I �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q�V�� �7�K�H �K�H�O�L�X�P �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J

�F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q �R�I �D �Y�D�F�D�Q�F�\��� V �� �L�V �Y�H�U�\ �O�R�Z�� �V�L�Q�F�H �L�W �U�H�t�H�F�W�V �W�K�H �D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �D�U�H�D �W�K�D�W

�L�V �I�U�H�H�G �I�R�U �V�S�H�F�X�O�D�U �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �X�S�R�Q �U�H�P�R�Y�D�O �R�I �D �E�H�Q�]�H�Q�H �P�R�O�H�F�X�O�H�� �7�K�H �K�H�L�J�K�W

�G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H��h�� �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�H�V �W�R �(�T�� ���������� �L�Q �D �S�H�U�L�R�G�L�F �P�D�Q�Q�H�U�� �S�U�R�G�X�F�L�Q�J �W�K�H �V�D�P�H �U�H��

�V�X�O�W�V �Z�L�W�K �D �S�H�U�L�R�G�L�F�L�W�\ �R�I �������� �‡�� �:�H �W�K�X�V �K�D�G �“�U�V�W �W�R �P�D�N�H �W�K�H �D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q �W�K�D�W �W�K�H

�K�H�L�J�K�W �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �U�D�W�K�H�U �F�O�R�V�H�O�\ �W�R �W�K�H �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �K�H�L�J�K�W �R�I �D �E�H�Q�]�H�Q�H

�P�R�O�H�F�X�O�H�� �D�Q�G �V�H�F�R�Q�G�� �U�H�O�\ �R�Q �'�)�7 �U�H�V�X�O�W�V �R�Q �W�K�H �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �K�H�L�J�K�W �R�I �D �E�H�Q�]�H�Q�H

�P�R�O�H�F�X�O�H�� �Z�K�L�F�K �S�U�H�G�L�F�W �Y�D�O�X�H�V �I�U�R�P ������ �W�R ������ �‡ �>������ �� ������ �@�� �7�K�H �R�E�W�D�L�Q�H�G �������� �‡

�D�U�H �L�Q �J�R�R�G �F�R�Q�V�L�V�W�H�Q�F�\ �Z�L�W�K �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q�V �D�Q�G �D �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H �R�I� �������� �‡ �W�R �W�K�H �Q�H�[�W

�S�R�V�V�L�E�O�H �V�R�O�X�W�L�R�Q �O�H�W �W�K�L�V �Y�D�O�X�H �V�H�H�P �W�R �E�H �W�K�H �P�R�V�W �U�H�D�V�R�Q�D�E�O�H �R�Q�H��

������



������ �$�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �D�Q�G �'�H�V�R�U�S�W�L�R�Q

���/�b�Q�`�T�i�B�Q�M ���#�Q�p�2 �R�k�y �E

�$�W �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V �D�E�R�Y�H�� �D�Q �H�T�X�L�O�L�E�U�L�X�P �E�H�W�Z�H�H�Q �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �D�Q�G �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �Z�D�V

�T�X�L�F�N�O�\ �U�H�D�F�K�H�G�� ������ �. �Z�D�V �W�K�H �K�L�J�K�H�V�W �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �D�W �Z�K�L�F�K �D �V�L�J�Q�L�“�F�D�Q�W �F�K�D�Q�J�H

�L�Q �U�H�t�H�F�W�L�Y�L�W�\ �Z�D�V �E�D�U�H�O�\ �R�E�V�H�U�Y�H�G �D�W �S�D�U�W�L�D�O �S�U�H�V�V�X�U�H�V �X�S �W�R ����! 7 �P�E�D�U�� �Z�K�L�F�K �L�V �D�Q

�X�S�S�H�U �O�L�P�L�W �I�R�U �S�U�H�V�V�X�U�H �W�K�D�W �F�D�Q �E�H �V�D�I�H�O�\ �L�P�S�R�V�H�G �R�Q �W�K�H�8�+�9�V�\�V�W�H�P �R�I �W�K�H �L�Q�V�W�U�X��

�P�H�Q�W��

�d�X�k�X�k �h�?�2�`�K���H ���M�/ �A�b�Q�i�?�2�`�K���H �.�2�b�Q�`�T�i�B�Q�M

�D�� �E��

�)�L�J�X�U�H �������� �D�� �(�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �R�I �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H �D�W ������ �. �D�I�W�H�U �E�H�Q�]�H�Q�H �H�[�S�R��
�V�X�U�H �L�V �V�W�R�S�S�H�G �D�Wt = ������ �V�� �E�� �$�U�U�K�H�Q�L�X�V �S�O�R�W �R�I �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H
���H�U�U�R�U�E�D�U�V �D�U�H �E�D�U�H�O�\ �Y�L�V�L�E�O�H���� �7�K�H �S�R�L�Q�W �D�W ������ �. �V�H�H�P�V �W�R �G�H�Y�L�D�W�H �I�U�R�P
�W�K�H �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �E�H�K�D�Y�L�R�X�U �D�Q�G �K�D�V �E�H�H�Q �H�[�F�O�X�G�H�G �I�U�R�P �W�K�H �“�W�W�L�Q�J��

�)�R�U �W�K�H �L�V�R�W�K�H�U�P�D�O �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �Z�H �H�[�S�R�V�H�G �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �V�X�U�I�D�F�H �W�R
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�W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �R�I �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L���������� �D�W ������ �. �Z�L�W�K�k �D�O�R�Q�J �W�K�H �U�D�G�L�D�O �F�R�R�U�G�L��
�Q�D�W�H �D�Q�G �W�K�H �D�]�L�P�X�W�K�D�O �D�Q�J�O�H �D�O�R�Q�J �W�K�H �D�Q�J�X�O�D�U �F�R�R�U�G�L�Q�D�W�H�� �*�U�H�\ �G�D�V�K�H�G
�D�U�U�R�Z�V�� �8�Q�L�W �F�H�O�O �Y�H�F�W�R�U�V �R�I �W�K�H �U�H�F�L�S�U�R�F�D�O �J�U�D�S�K�H�Q�H �O�D�W�W�L�F�H�� �2�U�D�Q�J�H �D�Q�G
�S�X�U�S�O�H �D�U�U�R�Z�V�� �8�Q�L�W �F�H�O�O �Y�H�F�W�R�U�V �R�I �W�K�H �U�H�F�L�S�U�R�F�D�O ��

p
7�[

p
7���5�����r �E�H�Q�]�H�Q�H

�R�Y�H�U�V�W�U�X�F�W�X�U�H�� �Z�L�W�K �V�H�O�H�F�W�H�G �U�H�S�H�W�L�W�L�R�Q�V �L�Q�G�L�F�D�W�H�G �E�\ �G�R�W�W�H�G �O�L�Q�H�V��

�Z�D�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �Z�L�W�K �W�K�H �X�V�H �R�I �D �S�R�Z�H�U �V�X�S�S�O�\ �W�K�D�W �G�H�O�L�Y�H�U�V �X�S �W�R ���� �$ �F�X�U�U�H�Q�W�� �D�O�O�R�Z��

�L�Q�J �X�V �W�R �D�F�F�H�V�V �D �)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�H �U�D�Q�J�H �I�U�R�P ������ �W�R ������ �S�V�� �0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �Z�H�U�H �W�K�H�Q

�U�H�S�H�D�W�H�G �X�Q�G�H�U �W�K�H �V�D�P�H �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V �Z�L�W�K �D �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �S�R�Z�H�U �V�X�S�S�O�\ �W�K�D�W �G�H�O�L�Y�H�U�V �X�S

�W�R �� �$ �F�X�U�U�H�Q�W�� �E�X�W �D�W �K�L�J�K�H�U �S�U�H�F�L�V�L�R�Q�� �D�O�O�R�Z�L�Q�J �X�V �W�R �I�R�F�X�V �R�Q �V�P�D�O�O�H�U �)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�H�V

�L�Q �W�K�H �U�D�Q�J�H �I�U�R�P ��� ���� ! 2 �W�R ���� �S�V�� �7�K�H �F�R�Y�H�U�D�J�H�V �D�W �Z�K�L�F�K �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �K�D�Y�H

�E�H�H�Q �X�Q�G�H�U�W�D�N�H�Q �F�D�Q �E�H �V�H�H�Q �L�Q �7�D�E����������

I=I0 � �>�0�/�@

���������� ��������
������ ��������
�������� ��������

�7�D�E�O�H �������� �5�H�O�D�W�L�Y�H �V�S�H�F�X�O�D�U �L�Q�W�H�Q�V�L�W�L�H�VI=I0 �D�Q�G �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H�V� ��
�D�W �Z�K�L�F�K�+�H�6�(�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �K�D�Y�H �E�H�H�Q �S�H�U�I�R�U�P�H�G��

�)�L�J�������� �V�K�R�Z�V �D�Q �H�[�D�P�S�O�H�,�6�)�L�Q �W�K�H �I�R�U�P �R�I �W�K�H �U�H�D�O �S�R�O�D�U�L�]�D�W�L�R�Q �D�P�S�O�L�W�X�G�H �D�V �D

������



������ �'�L�I�I�X�V�L�R�Q �R�I �%�H�Q�]�H�Q�H �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L�F�N�H�O����������

�I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H�6�(�W�L�P�H�� �7�K�H �V�R�O�L�G �U�H�G �O�L�Q�H �V�K�R�Z�V �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �I�U�R�P �“�W�W�L�Q�J �W�K�H �V�X�P �R�I

�D�Q �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �D�Q�G �D �F�R�Q�V�W�D�Q�W �W�H�U�P �W�R �W�K�H �S�R�O�D�U�L�]�D�W�L�R�Q �D�P�S�O�L�W�X�G�H��

I(�k , t ) = Iqe(�k ) � exp[! � (�k )t ] + Iel(�k ), ����������

�Z�L�W�K �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �S�R�O�D�U�L�]�D�W�L�R�Q �D�P�S�O�L�W�X�G�H�VIel(�k ) �D�Q�GIqe(�k )�� �U�H�V�S�H�F��

�W�L�Y�H�O�\�� �D�Q�G �W�K�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H� (�k )�� �,�Q �R�U�G�H�U �W�R �H�[�F�O�X�G�H �W�K�H �L�Q�t�X�H�Q�F�H �R�I �D

�V�H�F�R�Q�G�� �I�D�V�W�H�U�� �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\�� �G�D�W�D �E�H�O�R�Z �D �W�K�U�H�V�K�R�O�G �L�Q �W�K�H �U�D�Q�J�H �R�I ���� �J ���� �S�V

�Z�H�U�H �H�[�F�O�X�G�H�G �I�U�R�P �W�K�H �“�W�W�L�Q�J �V�L�Q�F�H �V�L�P�X�O�W�D�Q�H�R�X�V �“�W�W�L�Q�J �R�I �D �V�X�P �R�I �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H��

�F�D�\�V �K�D�V �W�X�U�Q�H�G �R�X�W �W�R �E�H �W�R�R �X�Q�V�W�D�E�O�H�� �7�K�H �H�[�D�F�W �S�R�V�L�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �W�K�U�H�V�K�R�O�G �K�D�V �E�H�H�Q

�G�H�F�L�G�H�G �I�R�U �H�D�F�K �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W �E�D�V�H�G �R�Q �W�K�H �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �U�H�V�L�G�X�D�O�V �W�K�D�W �D�U�H

�V�W�D�W�L�V�W�L�F�D�O�O�\ �V�S�U�H�D�G �D�U�R�X�Q�G �]�H�U�R �R�Q�O�\ �L�I �W�K�H �L�Q�t�X�H�Q�F�H �R�I �W�K�H �I�D�V�W�H�U �G�H�F�D�\ �L�V �Q�H�J�O�L�J�L�E�O�H��

�D�� �E��

�)�L�J�X�U�H ���������,�6�)�D�W ������ �. �D�Q�G� = �������� �0�/�� �k = �������� �‡! 1�� �$ �V�H�F�R�Q�G�� �I�D�V�W�� �H�[�S�R�Q�H�Q��
�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �P�D�G�H �L�W �Q�H�F�H�V�V�D�U�\ �W�R �H�[�F�O�X�G�H �G�D�W�D �D�W �O�R�Z �)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�H�V�� �7�K�H
�U�H�G �V�R�O�L�G �O�L�Q�H�V �V�K�R�Z�V �D �O�H�D�V�W �V�T�X�D�U�H�V �“�W �R�I �(�T���������� �7�K�H �R�U�D�Q�J�H �F�U�R�V�V�H�V
�V�K�R�Z �W�K�H �“�W�W�L�Q�J �U�H�V�L�G�X�D�O�V�� �,�I �W�K�H �O�R�Z�H�U �W�K�U�H�V�K�R�O�G �L�V �F�K�R�V�H�Q �W�R�R �O�R�Z�� �W�K�H
�I�D�V�W �G�H�F�D�\ �L�Q�t�X�H�Q�F�H�V �W�K�H �“�W�W�L�Q�J�� �$�O�W�K�R�X�J�K �K�D�U�G �W�R �M�X�G�J�H �E�\ �W�K�H �H�\�H�� �W�K�L�V
�F�D�Q �E�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �E�\ �R�E�V�H�U�Y�L�Q�J �V�W�D�W�L�V�W�L�F�D�O �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �U�H�V�L�G�X�D�O�V�� �D��
�7�K�H �W�K�U�H�V�K�R�O�G �K�D�V �E�H�H�Q �F�K�R�V�H�Q �W�R�R �O�R�Z ������ �S�V���� �W�K�H �U�H�V�L�G�X�D�O�V �H�[�K�L�E�L�W �D�Q
�D�V�\�P�P�H�W�U�L�F�D�O �E�H�K�D�Y�L�R�X�U�� �E�� �,�I �D �W�K�U�H�V�K�R�O�G �L�V �V�H�W �W�R ���� �S�V�� �W�K�H �L�Q�t�X�H�Q�F�H
�R�I �W�K�H �I�D�V�W �G�H�F�D�\ �E�H�F�R�P�H�V �Q�H�J�O�L�J�L�E�O�H�� �W�K�H �U�H�V�L�G�X�D�O�V �D�U�H �K�R�P�R�J�H�Q�H�R�X�V�O�\
�V�S�U�H�D�G �D�U�R�X�Q�G �]�H�U�R��

�&�R�P�S�D�U�L�Q�J �W�K�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �D�W�k = �������� �‡! 1 �D�Q�G�k = �������� �‡! 1 �D�W �I�R�X�U

�G�L�I�I�H�U�H�Q�W �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V �L�Q �W�K�H �U�D�Q�J�H ������ �J ������ �. �U�H�Y�H�D�O�V �D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �R�I

�W�K�H �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �R�Q �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �)�L�J�������� �V�K�R�Z�V �D�Q �$�U�U�K�H�Q�L�X�V �S�O�R�W �R�I �W�K�H �G�H�F�D�\ �U�D�W�H��

�$ �O�L�Q�H�D�U �“�W �W�R �W�K�H �O�R�J�D�U�L�W�K�P �R�I �W�K�H �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �Y�H�U�V�X�V �W�K�H �L�Q�Y�H�U�V�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �U�H�W�X�U�Q�V

������



�� �%�H�Q�]�H�Q�H �$�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������

�)�L�J�X�U�H �������� �$�U�U�K�H�Q�L�X�V �S�O�R�W �R�I �W�K�H �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �D�V �D �I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �L�Q�Y�H�U�V�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H��
�'�H�S�L�F�W�H�G �L�Q �E�O�X�H �D�U�H �G�D�W�D �P�H�D�V�X�U�H�G �D�W�k = �������� �‡! 1�� �G�H�S�L�F�W�H�G �L�Q �J�U�H�H�Q
�D�U�H �G�D�W�D �P�H�D�V�X�U�H�G �D�W�k = �������� �‡! 1

�D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�\ �D�W �E�R�W�K �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U�V �R�I �D�E�R�X�W ������� ���� �P�H�9�� �6�L�Q�F�H �W�K�H�V�H

�U�H�V�X�O�W�V �V�W�H�P �I�U�R�P �F�R�K�H�U�H�Q�W �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �E�X�W �P�R�G�H�O�V �R�I �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �V�H�O�I���G�L�I�I�X�V�L�R�Q �D�U�H �L�Q

�J�H�Q�H�U�D�O �E�D�V�H�G �R�Q �W�K�H �D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q �R�I �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �D �V�\�V�W�H�P�D�W�L�F �H�U�U�R�U �P�L�J�K�W

�H�[�L�V�W �L�Q �W�K�L�V �U�H�V�X�O�W�� �G�X�H �W�R �D �S�R�V�V�L�E�O�H �V�W�U�X�F�W�X�U�D�O �F�K�D�Q�J�H �Z�L�W�K �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H��

�)�L�J�������� �D�� �V�K�R�Z�V �W�K�H �U�H�V�X�O�W�L�Q�J �U�H�O�D�W�L�Y�H �H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�QIel(�k )�� �0�X�O�W�L�S�O�L�F�D�W�L�R�Q

�Z�L�W�K �W�K�H �D�E�V�R�O�X�W�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �D�P�S�O�L�W�X�G�H~I(�k , t = 0) �\�L�H�O�G�V �W�K�H �D�E�V�R�O�X�W�H �H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q��

�W�U�L�E�X�W�L�R�Q~Iel(�k ) ���)�L�J�������� �F������ �,�Q �D�G�G�L�W�L�R�Q �W�R �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �U�H�t�H�F�W�L�R�Q �D�Q�G �“�U�V�W �R�U�G�H�U

�G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N�V�� �L�W �D�O�V�R �F�R�Q�W�D�L�Q�V �D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �Z�L�G�H�V�S�U�H�D�G �S�H�D�N�V �Z�L�W�K �D �P�D�[�L�P�X�P

�D�W �D�E�R�X�W �������� �‡ �L�Q �E�R�W�K! M �D�Q�G! K �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�� �7�K�L�V �P�L�J�K�W �L�Q�G�L�F�D�W�H �D�Q �R�U�G�H�U�L�Q�J �R�I

�W�K�H �E�H�Q�]�H�Q�H �P�R�O�H�F�X�O�H�V �Z�L�W�K �D�Q �D�Y�H�U�D�J�H �G�L�V�W�D�Q�F�Hd � �� � ���������� �‡! 1 � ������ �‡�� �7�K�L�V �L�V

�T�X�L�W�H �F�O�R�V�H �W�R �W�K�H �L�Q�W�H�U���P�R�O�H�F�X�O�D�U �G�L�V�W�D�Q�F�H �L�Q �W�K�H �F�R�P�P�H�Q�V�X�U�D�W�H ��
p

7�[
p
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�R�Y�H�U���V�W�U�X�F�W�X�U�H ���������� �‡�
p

7� �������� �‡���� �$�V�V�X�P�L�Q�J �R�U�G�H�U�L�Q�J �G�X�H �W�R �U�H�S�X�O�V�L�Y�H �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q

�V�F�D�O�H�V �W�K�H �L�Q�W�H�U���P�R�O�H�F�X�O�D�U �G�L�V�W�D�Q�F�H �Z�L�W�K �W�K�H �L�Q�Y�H�U�V�H �R�I �W�K�H �V�T�X�D�U�H���U�R�R�W �R�I �V�X�U�I�D�F�H

�F�R�Y�H�U�D�J�H�� �7�K�L�V �Z�R�X�O�G �U�H�V�X�O�W �L�Q �D �G�L�V�W�D�Q�F�Hd � �������� �‡ �D�W �������� �0�/ �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �,�I �W�K�H�V�H

�D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �I�H�D�W�X�U�H�V �V�W�H�P �I�U�R�P �V�X�U�I�D�F�H �R�U�G�H�U�L�Q�J�� �L�W �L�V �W�K�X�V �S�O�D�X�V�L�E�O�H �W�R �D�V�V�X�P�H �W�K�D�W

�W�K�H�\ �D�U�H �U�H�O�D�W�H�G �W�R �D�Q �D�W�W�U�D�F�W�L�Y�H �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q �D�Q�G �U�H�V�X�O�W�L�Q�J �L�V�O�D�Q�G �I�R�U�P�D�W�L�R�Q�� �7�K�H

�Z�L�G�W�K �R�I �W�K�H�V�H �S�H�D�N�V �F�D�Q �E�H �H�V�W�L�P�D�W�H�G �I�U�R�P �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�H �W�R �D�E�R�X�W

������ �‡! 1�� �Z�K�L�F�K �Z�R�X�O�G �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G �W�R �D�Q �L�V�O�D�Q�G �G�L�D�P�H�W�H�U �L�Q �W�K�H �R�U�G�H�U �R�I ���� �‡�� �R�U �W�K�U�H�H

�E�H�Q�]�H�Q�H �P�R�O�H�F�X�O�H�V��

�)�L�J�������� �E�� �D�Q�G �G�� �V�K�R�Z �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �D�Q�G �D�E�V�R�O�X�W�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V�� �U�H�V�S�H�F��

�W�L�Y�H�O�\�� �$�V �I�R�U �W�K�H �F�D�V�H �R�I �+2�2 �R�Q �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L������������ �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H �H�[�K�L�E�L�W�V

�D�V�\�P�P�H�W�U�L�F �S�H�D�N�V �D�W �W�K�H �V�K�R�X�O�G�H�U�V �R�I �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U �D�Q�G �“�U�V�W �R�U�G�H�U �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N��

������



������ �'�L�I�I�X�V�L�R�Q �R�I �%�H�Q�]�H�Q�H �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L�F�N�H�O����������

�D�� �E��

�F�� �G��

�)�L�J�X�U�H �������� �4�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V �R�I �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H�V �R�I
�E�H�Q�]�H�Q�H �D�W ������ �.�� �D�� �D�Q�G �F�� �1�R�U�P�D�O�L�]�H�G �D�Q�G �D�E�V�R�O�X�W�H �H�O�D�V�W�L�F �S�R�O�D�U�L�]�D��
�W�L�R�Q �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V��Iel(�k ) �D�Q�G~Iel(�k )�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\ �E�� �D�Q�G �G�� �1�R�U�P�D�O�L�]�H�G
�D�Q�G �D�E�V�R�O�X�W�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �S�R�O�D�U�L�]�D�W�L�R�Q �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V��Iqe(�k ) �D�Q�G~Iqe(�k )��
�U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\��

�Z�K�L�O�H �W�K�H �D�E�V�R�O�X�W�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H�� �H�[�K�L�E�L�W�V �V�L�P�S�O�\ �E�U�R�D�G�H�Q�H�G �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N�V�� �7�K�H �R�E��

�V�H�U�Y�H�G �S�H�D�N�V �L�Q �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H �D�U�H �W�K�X�V �P�H�U�H�O�\ �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H �E�H��

�W�Z�H�H�Q �E�U�R�D�G �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �W�K�H �Q�D�U�U�R�Z �H�O�D�V�W�L�F �S�H�D�N�V��

�7�K�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H�V �D�U�H �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J�������� �D���� �7�K�H�\ �H�[�K�L�E�L�W �D

�V�W�H�H�S �L�Q�L�W�L�D�O �U�L�V�H�� �$�V �G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �6�H�F�������������� �Z�H �V�X�V�S�H�F�W �D �O�L�Q�N �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H �R�E��

�V�H�U�Y�H�G �H�Q�K�D�Q�F�H�P�H�Q�W �R�I �W�K�H �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �D�Q�G �G�H �*�H�Q�Q�H�V �Q�D�U�U�R�Z�L�Q�J�� �,�Q �D�Q�D�O�R�J�\ �W�R �W�K�H

�S�U�R�F�H�G�X�U�H �G�H�V�F�U�L�E�H�G �L�Q �6�H�F�������������� �Z�H �W�H�Q�W�D�W�L�Y�H�O�\ �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �W�K�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H�F�D�\

�U�D�W�H�V� inc (�k ) �E�\ �G�L�Y�L�V�L�R�Q �E�\Iqe(�k ) �D�Q�G �V�X�E�V�H�T�X�H�Q�W �U�H�V�F�D�O�L�Q�J �V�X�F�K �W�K�D�W� (�k ) =

� inc (�k ) �L�Q �U�H�J�L�R�Q�V �Z�K�H�U�H �Q�R �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �L�V �H�[�S�H�F�W�H�G�� �7�K�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H�F�D�\ �U�D�W�H�V

�D�U�H �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J�������� �E���� �W�K�H�\ �H�[�K�L�E�L�W �D �V�L�Q�X�V�R�L�G�D�O �E�H�K�D�Y�L�R�X�U �D�V �H�[�S�H�F�W�H�G �I�R�U �M�X�P�S

�G�L�I�I�X�V�L�R�Q��

�7�K�H �U�H�V�X�O�W�V �I�U�R�P �“�W�W�L�Q�J �W�K�H�&�( �P�R�G�H�O �Z�L�W�K �S�R�V�V�L�E�O�H �M�X�P�S�V �W�R �Q�H�D�U�H�V�W�� �Q�H�[�W���Q�H�D�U�H�V�W

������



�� �%�H�Q�]�H�Q�H �$�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������

�D�� �E��

�)�L�J�X�U�H �������� �'�H�F�D�\ �U�D�W�H�V �Y�H�U�V�X�V�k �R�I �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �E�H�Q�]�H�Q�H �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H�V �D�W ������ �.��
�D�� �&�R�K�H�U�H�Q�W �G�H�F�D�\ �U�D�W�H� (�k )�� �E�� �,�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H�F�D�\ �U�D�W�H� inc (�k )�� �*�U�H�\
�V�R�O�L�G �O�L�Q�H���&�(�P�R�G�H�O �R�I �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q��

�D�Q�G �Q�H�[�W���Q�H�[�W���Q�H�D�U�H�V�W �Q�H�L�J�K�E�R�X�U�V �D�U�H �S�U�H�V�H�Q�W�H�G �L�Q �)�L�J�������� �E���� �,�W �V�H�H�P�V �W�R �U�H��

�S�U�R�G�X�F�H �Z�H�O�O �W�K�H �G�D�W�D �D�W �P�R�V�W �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U�V�� �H�[�F�H�S�W �I�R�U �D �G�L�V�F�U�H�S�D�Q�F�\

�D�U�R�X�Q�G �� �‡! 1�� �7�K�H �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V �W�K�D�W �Z�H�U�H �R�E�W�D�L�Q�H�G �E�\ �W�K�H �“�W�W�L�Q�J �D�U�H�� �W�K�H �M�X�P�S

�U�D�W�H� � ���������� � ��������� ���� ! 3 �S�V! 1�� �W�K�H �R�I�I�V�H�Wc � ��������� ������������� ! 3 �S�V! 1�� �W�K�H �S�U�R�E�D��

�E�L�O�L�W�L�H�V �I�R�U �M�X�P�S�L�Q�J �W�R �Q�H�D�U�H�V�W�� �Q�H�[�W���Q�H�D�U�H�V�W �D�Q�G �Q�H�[�W���Q�H�[�W���Q�H�D�U�H�V�W �Q�H�L�J�K�E�R�X�U�V��

pn � ������ � ���� ���� pnn � ���� � ������ �� �D�Q�Gpnnn � ������ � ���� ���� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �D�Q�G �W�K�H �M�X�P�S

�G�L�V�W�D�Q�F�Hl � ���������� � ���������� �‡��

�7�K�H�&�(�P�R�G�H�O �R�Q�O�\ �D�S�S�O�L�H�V �W�R �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �R�Q �D �%�U�D�Y�D�L�V �O�D�W�W�L�F�H�� �Z�K�L�F�K �Z�R�X�O�G �R�Q�O�\ �E�H

�W�K�H �F�D�V�H �I�R�U �M�X�P�S�V �E�H�W�Z�H�H�Q�K�R�O�O�R�Z�V�L�W�H�V �L�Q �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L���������� �V�X�U�I�D�F�H�� �%�H�Q�]�H�Q�H

�P�R�O�H�F�X�O�H�V �D�U�H �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �H�[�S�H�F�W�H�G �W�R �D�G�V�R�U�E �L�Q �D �V�W�D�F�N�H�G �F�R�Q�“�J�X�U�D�W�L�R�Q�� �D�V �G�L�V�F�X�V�V�H�G

�H�D�U�O�L�H�U�� �L���H�� �R�Q �W�R�S �R�I �D �& �D�W�R�P�� �:�H �Z�R�X�O�G �W�K�H�U�H�I�R�U�H �H�[�S�H�F�W �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �W�R �R�F�F�X�U

�E�H�W�Z�H�H�Q �W�R�S �V�L�W�H�V�� �D �S�U�R�F�H�V�V �Z�K�L�F�K �Z�R�X�O�G �E�H�D�U �D �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �V�L�J�Q�D�W�X�U�H �>���� �@�� �$ �Q�R�Q��

�G�H�J�H�Q�H�U�D�F�\ �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H �W�Z�R �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�L�W�H�V �D�W�R�S �D �F�D�U�E�R�Q �D�W�R�P �Z�R�X�O�G

�L�Q�W�U�R�G�X�F�H �D �V�H�F�R�Q�G�� �I�D�V�W�H�U �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\�� �7�K�H �V�H�D�U�F�K �I�R�U �W�K�L�V �I�D�V�W�H�U �G�H�F�D�\ �L�V

�F�R�P�S�O�L�F�D�W�H�G �E�\ �W�K�H �I�D�F�W�� �W�K�D�W �L�Q �D�G�G�L�W�L�R�Q�� �Z�H �R�E�V�H�U�Y�H �D �Y�H�U�\ �I�D�V�W �G�H�F�D�\ �W�K�D�W �V�W�H�P�V

�I�U�R�P �%�U�R�Z�Q�L�D�Q���W�\�S�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �D�V �Z�L�O�O �E�H �G�L�V�F�X�V�V�H�G �O�D�W�H�U �L�Q �W�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q�� �,�Q �J�H�Q�H�U�D�O��

�Z�H �Z�R�X�O�G �H�[�S�H�F�W �D �U�D�W�K�H�U �Z�H�D�N �G�H�J�H�Q�H�U�D�F�\ �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H �W�Z�R �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�L�W�H�V�� �V�L�Q�F�H

�K�\�G�U�R�J�H�Q �D�W�R�P�V �R�Q �W�K�H �1�L���������� �V�X�U�I�D�F�H �K�D�Y�H �H�[�K�L�E�L�W�H�G �D �Y�H�U�\ �O�R�Z �G�H�J�H�Q�H�U�D�F�\ �>���� �@

�D�Q�G �V�L�Q�F�H �W�K�H �D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �V�\�P�P�H�W�U�L�F �J�U�D�S�K�H�Q�H �O�D�\�H�U �L�V �Q�R�W �H�[�S�H�F�W�H�G �W�R �L�Q�F�U�H�D�V�H �W�K�H

�Q�R�Q���G�H�J�H�Q�H�U�D�F�\ �E�H�W�Z�H�H�Q �V�L�W�H�V��

�,�W �V�H�H�P�V �U�H�D�V�R�Q�D�E�O�H �W�R �D�V�V�X�P�H �W�K�D�W �W�K�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �V�W�H�P�V �I�U�R�P �M�X�P�S�V

�E�H�W�Z�H�H�Q�W�R�S�V�L�W�H�V�� �E�X�W �D �P�R�U�H �G�H�W�D�L�O�H�G �D�Q�D�O�\�V�L�V �L�V �Q�H�F�H�V�V�D�U�\ �W�R �F�R�P�H �W�R �D �G�H�“�Q�L�W�H

������



������ �'�L�I�I�X�V�L�R�Q �R�I �%�H�Q�]�H�Q�H �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L�F�N�H�O����������

�F�R�Q�F�O�X�V�L�R�Q�� �,�W �P�L�J�K�W �W�K�X�V �E�H �R�I �L�Q�W�H�U�H�V�W �W�R �L�Q�Y�H�V�W�L�J�D�W�H �R�W�K�H�U �R�S�W�L�R�Q�V �R�I �P�R�W�L�R�Q �W�R �H�[��

�S�O�D�L�Q �W�K�H �D�E�R�Y�H �G�L�V�F�X�V�V�H�G �G�D�W�D�� �2�Q�H �R�S�W�L�R�Q �Z�R�X�O�G �E�H �D �M�X�P�S �U�R�W�D�W�L�R�Q �P�R�G�H�O�� �Z�K�H�U�H

�D �P�R�O�H�F�X�O�H �W�X�U�Q�V �L�Q �G�L�V�F�U�H�W�H �V�W�H�S�V �R�I �����r �L�Q �D �V�X�G�G�H�Q �P�R�W�L�R�Q�� �M�X�V�W �D�V �I�R�U �W�U�D�Q�V�O�D�W�L�R�Q�D�O

�M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �7�K�H �I�D�F�W �W�K�D�W �W�K�H �G�L�V�W�D�Q�F�H �E�H�W�Z�H�H�Q �W�Z�R �Q�H�L�J�K�E�R�X�U�L�Q�J �+ �D�W�R�P�V �L�Q �D

�E�H�Q�]�H�Q�H �P�R�O�H�F�X�O�H �L�V ������ �‡ �D�V �Z�H�O�O �D�V �W�K�H �I�D�F�W �W�K�D�W �)�R�X�T�X�H�W �D�W �D�O�� �K�D�Y�H �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �W�K�H

�H�Q�H�U�J�\ �E�D�U�U�L�H�U �I�R�U �U�R�W�D�W�L�R�Q �R�I �D �P�R�O�H�F�X�O�H �D�W �W�K�H �H�G�J�H �R�I �D �F�O�X�V�W�H�U �W�R ���� �P�H�9�� �X�Q�G�H�U��

�P�L�Q�H�V �W�K�L�V �D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q �>������ �@�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �U�R�W�D�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �Z�R�X�O�G �U�H�V�X�O�W �L�Q �D �T�X�D�V�L��

�H�O�D�V�W�L�F �D�P�S�O�L�W�X�G�H �W�K�D�W �U�L�V�H�V �Z�L�W�K�k �� �Z�K�L�F�K �L�V �Q�R�W �Z�K�D�W �Z�H �R�E�V�H�U�Y�H�� �$�O�V�R �Z�H �G�R �Q�R�W

�H�[�S�H�F�W �U�R�W�D�W�L�R�Q�V �R�I �D �E�H�Q�]�H�Q�H �P�R�O�H�F�X�O�H �W�R �E�H �Y�L�V�L�E�O�H �E�\�+�H�6�(�D�Q�G �P�R�O�H�F�X�O�H�V �R�X�W�V�L�G�H

�R�I �D �F�O�X�V�W�H�U �Z�R�X�O�G �H�[�K�L�E�L�W �F�R�Q�W�L�Q�X�R�X�V �U�R�W�D�W�L�R�Q�V �D�W �P�X�F�K �I�D�V�W�H�U �U�D�W�H�V �W�K�D�Q �Z�K�D�W �Z�H �R�E��

�V�H�U�Y�H �K�H�U�H �>���� �@�� �$�Q�R�W�K�H�U �P�R�G�H�O �Z�R�X�O�G �E�H �W�K�D�W �R�I �D �G�L�V�F�U�H�W�H�� �M�X�P�S���O�L�N�H �D�V�V�R�F�L�D�W�L�R�Q

�R�U �G�L�V�V�R�F�L�D�W�L�R�Q �R�I �D �P�R�O�H�F�X�O�H �W�R �R�U �I�U�R�P �D�Q �L�V�O�D�Q�G�� �7�K�H�V�H �W�Z�R �D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �D�S�S�U�R�D�F�K�H�V

�P�L�J�K�W �H�[�S�O�D�L�Q �W�K�H �R�F�F�X�U�U�H�Q�F�H �R�I �W�K�H �V�O�R�Z �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\�� �D�Q�G �Q�H�H�G �I�X�U�W�K�H�U �L�Q�Y�H�V��

�W�L�J�D�W�L�R�Q�V �L�Q �W�K�H �I�X�W�X�U�H��

�$�V �F�D�Q �E�H�H�Q �V�H�H�Q �L�Q �)�L�J�������� �E���� �W�K�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �V�H�H�P�V �Q�R�W �W�R �F�K�D�Q�J�H �Z�L�W�K

�V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H �I�R�U� = �������� �0�/ �D�Q�G� = �������� �0�/ �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �$�W� = ���������� �0�/�� �D �F�H�U��

�W�D�L�Q �G�L�Y�H�U�J�H�Q�F�H �F�D�Q �E�H �R�E�V�H�U�Y�H�G�� �K�R�Z�H�Y�H�U�� �L�W �L�V �G�L�I�“�F�X�O�W �W�R �M�X�G�J�H �L�I �W�K�L�V �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V

�W�R �D �F�K�D�Q�J�H �L�Q �W�K�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �U�D�W�H��

�d�X�9�X�k �6���b�i �"�`�Q�r�M�B���M�@�h�v�T�2 �.�B�z�m�b�B�Q�M

�)�X�U�W�K�H�U �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �D�W� = �������� �0�/ �D�Q�G� = �������� �0�/ �F�R�Y�H�U�D�J�H �D�W ������ �. �K�D�Y�H �E�H�H�Q

�X�Q�G�H�U�W�D�N�H�Q�� �I�R�F�X�V�V�L�Q�J �R�Q �V�P�D�O�O�H�U �)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�H�V �L�Q �W�K�H �U�D�Q�J�H ��� ���� ! 2 �W�R ���� �S�V�� �,�Q �W�K�L�V

�U�D�Q�J�H�� �E�R�W�K �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\�V �D�U�H �Z�H�O�O �U�H�V�R�O�Y�H�G�� �:�H �K�D�Y�H �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �D �P�D�S �R�I �W�K�H

�'�6�) S(
 , �E ) �D�O�R�Q�J �W�K�H �R�I�I���V�S�H�F�X�O�D�U �D�Q�J�O�H
 �D�Q�G �W�K�H �H�Q�H�U�J�\ �W�U�D�Q�V�I�H�U�E �E�\ �)�R�X�U�L�H�U

�W�U�D�Q�V�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �R�I�,�6�)�V �D�W �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �D�Q�J�O�H�V
 �� �$ �+�D�Q�Q �Z�L�Q�G�R�Z �I�X�Q�F�W�L�R�Q �>������ �@ �Z�D�V �X�V�H�G

�I�R�U �W�K�H �)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P�D�W�L�R�Q�� �Z�K�L�F�K �Z�D�V �F�D�U�U�L�H�G �R�X�W �E�\ �D �V�W�D�Q�G�D�U�G �)�)�7 �D�O�J�R�U�L�W�K�P��

�$ �F�R�O�R�X�U���P�D�S �R�I �W�K�H�'�6�) �L�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J���������� �7�R �L�Q�F�U�H�D�V�H �Y�L�V�L�E�L�O�L�W�\ �R�I �I�D�L�Q�W �I�H�D�W�X�U�H�V��

�W�K�H �F�R�O�R�X�U �V�F�D�O�L�Q�J �L�V �O�R�J�D�U�L�W�K�P�L�F �D�Q�G �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �O�L�Q�H �K�D�V �E�H�H�Q �F�X�W �R�I�I �D�E�R�Y�H �D �F�H�U�W�D�L�Q

�L�Q�W�H�Q�V�L�W�\�� �7�K�H �5�D�\�O�H�L�J�K �S�K�R�Q�R�Q �P�R�G�H �L�V �I�D�L�Q�W�O�\ �Y�L�V�L�E�O�H�� �E�X�W �O�D�U�J�H�O�\ �V�X�S�S�U�H�V�V�H�G ���J�U�H�\

�G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H �L�Q �)�L�J������������ �$�Q �L�Q�W�H�Q�V�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �L�V �Y�L�V�L�E�O�H�� �L�Q�G�L�F�D�W�L�Q�J �W�K�D�W

�W�K�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �I�D�V�W �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �V�W�H�P�V �I�U�R�P �D �V�X�U�I�D�F�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �S�U�R�F�H�V�V�� �U�D�W�K�H�U

�W�K�D�Q �I�U�R�P �S�K�R�Q�R�Q �G�H�F�D�\��

�:�H �“�W�W�H�G �D �P�R�G�H�O �I�X�Q�F�W�L�R�Q �W�R �W�K�H �G�D�W�D �W�K�D�W �F�R�Q�V�L�V�W�V �R�I �W�K�H �V�X�P �R�I �W�Z�R �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O�O�\

������



�� �%�H�Q�]�H�Q�H �$�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������

�)�L�J�X�U�H �������� �&�R�O�R�X�U �P�D�S �R�IS(
 , �E ) �D�W �������� �0�/ �F�R�Y�H�U�D�J�H �D�Q�G ������ �.�� �F�R�O�R�X�U�L�Q�J �R�Q �D
�O�R�J�D�U�L�W�K�P�L�F �V�F�D�O�H�� �*�U�H�\ �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H�� �,�Q�L�W�L�D�O �V�O�R�S�H �R�I �W�K�H �5�D�\�O�H�L�J�K �S�K�R�Q�R�Q
�P�R�G�H��

�G�H�F�D�\�L�Q�J �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V�� �D�V �Z�H�O�O �D�V �D�Q �H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q��

I(�k , t ) = If qe(�k ) � exp[! � f (�k )jt j] + Isqe(�k ) � exp[! � s(�k )jt j] + Iel(�k ), ����������

�Z�K�H�U�HIf qe(�k ) �D�Q�G� f (�k ) �D�U�H �W�K�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H �D�Q�G �W�K�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �R�I �W�K�H

�I�D�V�W �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �D�Q�GIsqe(�k ) �D�Q�G� s(�k ) �D�U�H �W�K�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H �D�Q�G �W�K�H

�H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �R�I �W�K�H �V�O�R�Z �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �+�H�U�H�� �D�E�V�R�O�X�W�H �Y�D�O�X�H�V

�R�I �W�K�H �)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�Ht �K�D�Y�H �E�H�H�Q �X�V�H�G�� �V�L�Q�F�H �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �K�D�Y�H �E�H�H�Q �X�Q�G�H�U��

�W�D�N�H�Q �I�R�U �S�R�V�L�W�L�Y�H �D�Q�G �Q�H�J�D�W�L�Y�H �)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�H�V�� �6�X�U�I�D�F�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �S�U�R�F�H�V�V�H�V �E�H�D�U �D

�V�\�P�P�H�W�U�L�F �E�H�K�D�Y�L�R�X�U �Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W �W�Rt �� �Z�K�L�O�H �V�X�U�I�D�F�H �S�K�R�Q�R�Q�V �D�Q�G �D�G�V�R�U�E�D�W�H �Y�L�E�U�D��

�W�L�R�Q�V �Z�R�X�O�G �L�Q�W�U�R�G�X�F�H �D�V�\�P�P�H�W�U�L�F�D�O �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V�� �$�Q �H�[�D�P�S�O�H�,�6�)�W�R�J�H�W�K�H�U �Z�L�W�K �W�K�H

�G�L�I�I�H�U�H�Q�W �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �I�U�R�P �W�K�H �“�W�W�L�Q�J �S�U�R�F�H�G�X�U�H �F�D�Q �E�H �V�H�H�Q �L�Q �)�L�J������������

�7�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V �R�I �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �W�K�H �V�O�R�Z �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�QIel(�k )

�D�Q�GIsqe(�k ) �D�U�H �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J���������� �D�� �D�Q�G �E���� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �7�K�H�\ �D�U�H �S�O�R�W�W�H�G �D�V

�F�R�O�R�X�U�H�G �S�R�L�Q�W�V �Z�L�W�K �H�U�U�R�U���E�D�U�V�� �W�K�H �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �U�H�V�X�O�W�V �I�U�R�P �W�K�H �S�U�H�F�H�G�L�Q�J �P�H�D��

�V�X�U�H�P�H�Q�W �R�Y�H�U �O�D�U�J�H �)�R�X�U�L�H�U �W�L�P�H�V �D�U�H �G�U�D�Z�Q �D�V �J�U�H�\ �O�L�Q�H�V�� �7�K�H �H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q

�F�R�L�Q�F�L�G�H�V �Z�H�O�O �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H �W�Z�R �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �W�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �H�[��

�K�L�E�L�W�V �E�U�R�D�G�H�U �D�Q�G �P�R�U�H �L�Q�W�H�Q�V�H �D�V�\�P�P�H�W�U�L�F�D�O �S�H�D�N�V �D�W �W�K�H �V�K�R�X�O�G�H�U�V �R�I �W�K�H �V�S�H�F�X�O�D�U

�D�Q�G �“�U�V�W �R�U�G�H�U �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N �L�Q �W�K�H �V�H�F�R�Q�G �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�� �7�K�L�V �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H �P�L�J�K�W

�H�L�W�K�H�U �V�W�H�P �I�U�R�P �D �F�K�D�Q�J�H �L�Q �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H �W�Z�R �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �R�U

�I�U�R�P �D �V�H�F�R�Q�G �G�H�F�D�\ �D�V �I�R�U �W�K�H �F�D�V�H �R�I �Q�R�Q���G�H�J�H�Q�H�U�D�W�H �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q��

�7�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �D�Q�G �D�E�V�R�O�X�W�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H�V �R�I �W�K�H �I�D�V�W �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\If qe(�k ) �D�Q�G

������



������ �'�L�I�I�X�V�L�R�Q �R�I �%�H�Q�]�H�Q�H �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L�F�N�H�O����������

�)�L�J�X�U�H �����������,�6�)�D�W ������ �. �D�Q�G� = �������� �0�/�� �k = �������� �‡! 1�� �G�L�U�H�F�W�L�R�Q! M�� �7�K�H �P�H�D��
�V�X�U�H�G �G�D�W�D �D�U�H �L�Q�G�L�F�D�W�H�G �E�\ �E�O�X�H �F�U�R�V�V�H�V�� �<�H�O�O�R�Z �O�L�Q�H�� �H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X��
�W�L�R�Q�� �J�U�H�H�Q �O�L�Q�H�� �V�X�P �R�I �H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �D�Q�G �V�O�R�Z �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q��
�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�� �3�X�U�S�O�H �O�L�Q�H�� �V�X�P �R�I �H�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �I�D�V�W �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q��
�U�H�G �O�L�Q�H�� �V�X�P �R�I �D�O�O �W�K�U�H�H �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V��

~If qe(�k ) �D�U�H �G�H�S�L�F�W�H�G �L�Q �)�L�J���������� �D�� �D�Q�G �E���� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �$ �Y�H�U�\ �E�U�R�D�G �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q

�L�V �V�H�H�Q �Z�L�W�K �D �P�X�F�K �E�U�R�D�G�H�Q�H�G �V�S�H�F�X�O�D�U �S�H�D�N�� �D�Q�G �D �V�X�S�S�U�H�V�V�H�G �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N��

�7�K�H �F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H�F�D�\ �U�D�W�H� f (�k ) �R�I �W�K�H �I�D�V�W �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �L�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J��

�������� �D���� �&�D�O�F�X�O�D�W�L�Q�J �W�K�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H�F�D�\ �U�D�W�H� f ,inc (�k )�� �D�V �G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �6�H�F������������

�D�Q�G �H�D�U�O�L�H�U �L�Q �W�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q�� �\�L�H�O�G�V �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J���������� �E���� �D �T�X�D�G�U�D�W�L�F �G�H��

�S�H�Q�G�H�Q�F�H �R�Q�k �� �D�V �W�K�H �F�D�V�H �I�R�U �%�U�R�Z�Q�L�D�Q���W�\�S�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �L�V �F�O�H�D�U�O�\ �Y�L�V�L�E�O�H�� �)�L�W�W�L�Q�J

� f (�k ) = D � (�k )2 �L�Q �W�K�H �U�D�Q�J�H �� �J ������ �‡! 1 �L�Q �E�R�W�K �F�U�\�V�W�D�O �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�V �J�L�Y�H�V �D�V �D �U�H�V�X�O�W

�D �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�WD = ��������� �������� �‡2���S�V�� �Z�K�H�U�H �D�Q �X�Q�F�H�U�W�D�L�Q�W�\ �R�I �D�E�R�X�W ���� �� �I�U�R�P

�W�K�H �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �K�D�V �E�H�H�Q �D�V�V�X�P�H�G�� �7�K�L�V �J�L�Y�H�V �D �I�U�L�F��

�W�L�R�Q� = kB T
mD = ����������� ���������� �S�V! 1�� �7�K�H �I�D�F�W �W�K�D�W �W�K�H �V�D�P�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �U�D�W�H �L�V �R�E�V�H�U�Y�H�G

�D�W �������� �0�/ �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H �L�Q�G�L�F�D�W�H�V �W�K�D�W�� �D�W �W�K�H�V�H �O�R�Z �F�R�Y�H�U�D�J�H�V�� �L�W �V�W�H�P�V �H�Q�W�L�U�H�O�\

�I�U�R�P �V�X�U�I�D�F�H �I�U�L�F�W�L�R�Q�� �L���H�� �H�Q�H�U�J�\ �G�L�V�V�L�S�D�W�L�R�Q �Y�L�D �V�X�U�I�D�F�H �S�K�R�Q�R�Q�V�� �7�K�H�5�+�' �P�R�G�H�O

�S�U�H�G�L�F�W�V �D �F�R�O�O�L�V�L�R�Q�D�O �I�U�L�F�W�L�R�Q� = �������� �S�V! 1 �D�W �������� �0�/ �D�Q�G� = �������� �S�V! 1 �D�W �������� �0�/��

�6�X�F�K �D�Q �L�Q�F�U�H�D�V�H �L�Q �I�U�L�F�W�L�R�Q �Z�L�W�K �F�R�Y�H�U�D�J�H �V�K�R�X�O�G �W�K�X�V �E�H �R�E�V�H�U�Y�D�E�O�H�� �E�X�W �W�K�H �G�L�I�I�H�U��

�H�Q�F�H �L�V �Q�R�W �I�D�U �D�E�R�Y�H �W�K�H �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �X�Q�F�H�U�W�D�L�Q�W�\�� �:�K�D�W �F�D�Q �E�H �F�R�Q�F�O�X�G�H�G�� �L�V �W�K�D�W

�W�K�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �I�U�L�F�W�L�R�Q �L�V �V�L�J�Q�L�“�F�D�Q�W�O�\ �O�R�Z�H�U �W�K�D�Q �Z�K�D�W �K�D�V �E�H�H�Q �R�E�V�H�U�Y�H�G �R�Q�+�2�3�*��

�Z�K�H�U�H �D �V�X�U�I�D�F�H �I�U�L�F�W�L�R�Q �R�I ��������� �������� �S�V! 1 �K�D�V �E�H�H�Q �R�E�W�D�L�Q�H�G �>���@�� �E�X�W �V�O�L�J�K�W�O�\ �K�L�J�K�H�U

�W�K�D�Q �U�H�V�X�O�W�V �I�R�X�Q�G �R�Q �H�[�I�R�O�L�D�W�H�G �J�U�D�S�K�L�W�H��� = ��������� ���� �S�V! 1 �>���� �@��

�,�Q �W�K�H! K �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�� �D �F�O�H�D�U �G�H�Y�L�D�W�L�R�Q �I�U�R�P �W�K�H �S�D�U�D�E�R�O�L�F �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �L�V �Y�L�V�L�E�O�H �D�Q�G

�L�Q�V�W�H�D�G �D �O�L�Q�H�D�U �U�L�V�H �L�Q �W�K�H �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �F�D�Q �E�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �L�Q �W�K�H �U�D�Q�J�H ������ �J ������ �‡! 1�� �D�V

������



�� �%�H�Q�]�H�Q�H �$�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �*�U�D�S�K�H�Q�H���1�L����������

�D�� �E��

�)�L�J�X�U�H ���������� �&�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �R�I �U�H�O�D�W�L�Y�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �D�W ������ �.
�E�H�W�Z�H�H�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �%�O�X�H �D�Q�G �J�U�H�H�Q�� �������� �0�/ �F�R�Y�H�U�D�J�H �L�Q! M �D�Q�G
! K �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �D�� �(�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �I�U�R�P �V�K�R�U�W���W�L�P�H �P�H�D��
�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �L�Q �F�R�O�R�X�U�V�� �J�U�H�\ �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H�� �H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �I�U�R�P �O�R�Q�J��
�W�L�P�H �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�� �E�� �4�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �I�U�R�P �V�K�R�U�W���W�L�P�H �P�H�D��
�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �L�Q �F�R�O�R�X�U�V�� �J�U�H�\ �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H�� �H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �I�U�R�P �O�R�Q�J��
�W�L�P�H �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W��

�L�Q�G�L�F�D�W�H�G �E�\ �D�Q �R�U�D�Q�J�H �V�W�U�D�L�J�K�W �O�L�Q�H�� �:�H �L�Q�W�H�U�S�U�H�W �W�K�L�V �D�V �D�Q �R�Q�V�H�W �R�I �E�D�O�O�L�V�W�L�F �G�L�I�I�X��

�V�L�R�Q�� �L�Q �Z�K�L�F�K �D �P�R�O�H�F�X�O�H �I�R�O�O�R�Z�V �D �V�W�U�D�L�J�K�W �O�L�Q�H �D�W �D �O�H�Q�J�W�K �V�F�D�O�H �Z�K�H�U�H �W�K�H �S�U�R�E��

�D�E�L�O�L�W�\ �R�I �H�Q�F�R�X�Q�W�H�U�L�Q�J �D�Q�R�W�K�H�U �P�R�O�H�F�X�O�H �L�V �Q�H�J�O�L�J�L�E�O�H�� �7�K�H �V�O�R�S�H �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R

�W�K�H �U�R�R�W �R�I �W�K�H �P�H�D�Q �V�T�X�D�U�H �Y�H�O�R�F�L�W�\ �R�I �W�K�H �E�D�O�O�L�V�W�L�F�D�O�O�\ �G�L�I�I�X�V�L�Q�J �P�R�O�H�F�X�O�H�V�� �I�U�R�P �W�K�H

�R�E�V�H�U�Y�H�G �G�D�W�D �Z�H �R�E�W�D�L�Q �D �V�O�R�S�H �R�I ��������� �������� �‡���V�� �%�\ �P�D�N�L�Q�J �X�V�H �R�I �W�K�H �%�R�O�W�]�P�D�Q�Q

�O�D�Z�� �Z�H �R�E�W�D�L�Q �D �U�R�R�W �P�H�D�Q �V�T�X�D�U�H �Y�H�O�R�F�L�W�\ �I�R�U �D ���' �J�D�V
p

hv2i �� �D�Q�G �U�H�O�D�W�H �L�W �W�R �W�K�H

�R�E�V�H�U�Y�H�G �V�O�R�S�H �Y�L�D
p

hv2i =
q

2 ln 22kB T
m = ������ �‡���V �>���� �@�� �7�K�H �U�H�V�X�O�W�V �D�U�H �M�X�V�W �L�Q �D�J�U�H�H��

�P�H�Q�W �Z�L�W�K�L�Q �W�K�H �X�Q�F�H�U�W�D�L�Q�W�\�� �,�W �K�D�V �W�R �E�H �P�H�Q�W�L�R�Q�H�G �W�K�D�W �W�K�H�,�6�)�V �L�Q �W�K�L�V �U�D�Q�J�H �K�D�Y�H

�E�H�H�Q �“�W�W�H�G �E�\ �D �V�L�Q�J�O�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\�� �Z�K�L�O�H �L�Q �W�K�H �F�D�V�H �R�I �E�D�O�O�L�V�W�L�F �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �D

�*�D�X�V�V�L�D�Q �W�L�P�H���G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �L�V �H�[�S�H�F�W�H�G�� �$�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �“�W�V �L�Q�G�L�F�D�W�H �D �J�H�Q�H�U�D�O �W�U�H�Q�G �W�R

�V�X�F�K �D �W�L�P�H���G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �L�Q �W�K�L�V �U�H�J�L�R�Q�� �E�X�W �G�X�H �W�R �Z�K�D�W �P�L�J�K�W �E�H �V�O�L�J�K�W �F�R�Q�W�U�L�E�X��

�W�L�R�Q�V �I�U�R�P �V�X�U�I�D�F�H �S�K�R�Q�R�Q�V �D�W �Y�H�U�\ �V�K�R�U�W �W�L�P�H�V�� �V�X�F�K �D �G�H�W�D�L�O�H�G �D�Q�D�O�\�V�L�V �R�I �W�K�H �H�[�D�F�W

�V�K�D�S�H �R�I �W�K�H �G�H�F�D�\ �L�V �U�D�W�K�H�U �L�Q�Y�R�O�Y�H�G �D�Q�G �Z�R�X�O�G �H�[�W�H�Q�G �E�H�\�R�Q�G �W�K�L�V �3�K�' �Z�R�U�N��

�7�K�H �W�Z�R �E�O�X�H �D�U�U�R�Z �L�Q�G�L�F�D�W�H �W�K�H �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U�V �W�K�D�W �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G �W�R �W�K�H �G�L�V�W�D�Q�F�H

d �E�H�W�Z�H�H�Q �W�Z�R �D�G�M�D�F�H�Q�W �P�R�O�H�F�X�O�H�V �R�Q �W�K�H ��
p

7�[
p

7���5�����r �F�R�P�P�H�Q�V�X�U�D�W�H �R�Y�H�U �V�W�U�X�F��

�W�X�U�H�� �S�U�R�M�H�F�W�H�G �L�Q �W�K�H �W�Z�R �F�U�\�V�W�D�O �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�V ��! M��d = �������� �‡��! K��d = �������� �‡���� �,�W �V�H�U�Y�H�V

�D�V �D�Q �L�Q�G�L�F�D�W�R�U �I�R�U �W�K�H �P�H�D�Q �I�U�H�H �S�D�W�K �R�I �D �P�R�O�H�F�X�O�H �L�Q �D�Q �L�V�O�D�Q�G�� �)�R�U �K�L�J�K�H�U �P�R�P�H�Q��

�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U�V�� �L���H�� �V�K�R�U�W�H�U �G�L�V�W�D�Q�F�H�V�� �D �P�R�O�H�F�X�O�H �Z�L�O�O �V�W�D�W�L�V�W�L�F�D�O�O�\ �Q�R�W �H�Q�F�R�X�Q�W�H�U �D�Q��

�R�W�K�H�U �P�R�O�H�F�X�O�H �D�Q�G �I�R�O�O�R�Z �D �V�W�U�D�L�J�K�W �t�L�J�K�W �S�D�W�K�� �7�K�H �S�X�U�S�O�H �D�U�U�R�Z �L�Q�G�L�F�D�W�H�V �W�K�H �V�L�]�H

������
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�D�� �E��

�)�L�J�X�U�H ���������� �$�P�S�O�L�W�X�G�H�V �R�I �W�K�H �I�D�V�W �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �D�W ������ �.�� �D�� �5�H�O�D�W�L�Y�H
�D�P�S�O�L�W�X�G�HIf qe(�k )�� �J�U�H�\ �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H�� �U�H�O�D�W�L�Y�H �H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �D�W
�������� �0�/�� �E�� �$�E�V�R�O�X�W�H �D�P�S�O�L�W�X�G�H~If qe(�k )��

�R�I �W�K�H �X�Q�L�W �F�H�O�O �R�I �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L������������d = �������� �‡�� �:�L�W�K�L�Q �W�K�L�V �U�D�Q�J�H�� �D �P�R�O�H�F�X�O�H �Q�H�H�G�V

�W�R �R�Y�H�U�F�R�P�H �W�K�H �Z�D�O�O�V �R�I �W�K�H�3�(�6�� �,�Q �W�K�H! M���G�L�U�H�F�W�L�R�Q�� �D �E�D�O�O�L�V�W�L�F �t�L�J�K�W �V�H�H�P�V �Q�R�W �W�R

�R�F�F�X�U�� �:�H �L�Q�W�H�U�S�U�H�W �W�K�L�V �D�V �D�Q �L�Q�G�L�F�D�W�L�R�Q �W�K�D�W �V�X�U�I�D�F�H �I�U�L�F�W�L�R�Q �L�V �D�V�\�P�P�H�W�U�L�F�D�O�� �)�R�X��

�T�X�H�W �H�W �D�O�� �I�R�X�Q�G �I�U�R�P �)�R�U�F�H�“�H�O�G�0�' �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q�V�� �W�K�D�W �D �G�L�I�I�X�V�L�Q�J �E�H�Q�]�H�Q�H �P�R�O�H�F�X�O�H

�H�[�S�H�U�L�H�Q�F�H�V �D �Y�H�U�\ �t�D�W�3�(�6�Z�K�H�Q �P�R�Y�L�Q�J �D�O�R�Q�J �W�K�H! K���G�L�U�H�F�W�L�R�Q�� �Z�K�L�O�H �S�R�W�H�Q�W�L�D�O �H�Q��

�H�U�J�\ �E�D�U�U�L�H�U�V �L�Q �W�K�H �R�U�G�H�U �R�I �V�H�Y�H�U�D�O �P�H�9 �K�D�Y�H �W�R �E�H �R�Y�H�U�F�R�P�H �Z�K�H�Q �P�R�Y�L�Q�J �D�O�R�Q�J

�W�K�H! M���G�L�U�H�F�W�L�R�Q �>������ �@�� �)�L�Q�D�O�O�\�� �W�Z�R �G�D�W�D �S�R�L�Q�W�V �F�O�R�V�H �W�R �W�K�H �“�U�V�W �R�U�G�H�U �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q

�S�H�D�N �V�K�R�Z �D �G�U�D�P�D�W�L�F�D�O�O�\ �G�H�F�U�H�D�V�H�G �G�H�F�D�\ �U�D�W�H�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �W�K�H �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �L�Q��

�F�R�K�H�U�H�Q�W �G�H�F�D�\ �U�D�W�H �L�V �Q�R�W �F�R�U�U�H�F�W �L�Q �W�K�H �F�O�R�V�H �Y�L�F�L�Q�L�W�\ �R�I �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �S�H�D�N�V ���6�H�F����������������

�D�Q�G �W�K�X�V �W�K�H�V�H �G�D�W�D �S�R�L�Q�W�V ���D�V �Z�H�O�O �D�V �W�K�R�V�H �Y�H�U�\ �F�O�R�V�H �W�R�k � ���� �V�K�R�X�O�G �Q�R�W �E�H �W�D�N�H�Q

�L�Q�W�R �D�F�F�R�X�Q�W�� �7�K�H �S�X�U�S�O�H �D�U�U�R�Z �L�Q�G�L�F�D�W�H�V �W�K�H �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U �W�K�D�W �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V

�W�R �W�K�H �V�L�]�H �R�I �W�K�H �J�U�D�S�K�H�Q�H �X�Q�L�W �F�H�O�O�� �L���H�� �W�K�H �G�L�V�W�D�Q�F�H �E�H�W�Z�H�H�Q �W�R �D�G�M�D�F�H�Q�W �K�R�O�O�R�Z

�D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�L�W�H�V�� �7�K�H �D�E�U�X�S�W �H�Q�G�L�Q�J �R�I �W�K�H �E�D�O�O�L�V�W�L�F �P�U�H�J�L�P�H�P �D�W �W�K�L�V �S�R�L�Q�W�� �U�D�L�V�H�V �W�K�H

�L�G�H�D �W�K�D�W �W�K�H �S�R�W�H�Q�W�L�D�O �E�D�U�U�L�H�U�V�� �H�Y�H�Q �L�I �Y�H�U�\ �V�P�D�O�O�� �P�L�J�K�W �L�Q�t�X�H�Q�F�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �D�W �O�H�Q�J�W�K

�V�F�D�O�H�V �E�H�O�R�Z �W�K�H �X�Q�L�W �F�H�O�O �V�L�]�H��

�d�X�8 �*�Q�M�+�H�m�b�B�Q�M�b
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�K�L�J�K �U�H�O�D�W�L�Y�H �S�U�H�V�V�X�U�H �K�D�V �E�H�H�Q �D�V�V�R�F�L�D�W�H�G �Z�L�W�K �D �W�\�S�H �,�9 �L�V�R�W�K�H�U�P�� �7�K�H �F�K�D�Q�J�H �L�Q

�V�O�R�S�H �D�W �K�L�J�K �S�U�H�V�V�X�U�H�V �L�Q�G�L�F�D�W�H�V �D �P�X�O�W�L�O�D�\�H�U �S�R�U�H �“�O�O�L�Q�J �P�H�F�K�D�Q�L�V�P�� �Z�K�L�F�K �L�V �W�\�S�L�F�D�O

�I�R�U �P�H�V�R�S�R�U�R�X�V �P�D�W�H�U�L�D�O�V �D�Q�G �I�R�U �D �V�W�U�R�Q�J �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H �D�G�V�R�U�E�D�W�H �D�Q�G

�W�K�H �S�R�U�H �Z�D�O�O�V�� �7�K�H �S�U�H�V�H�Q�F�H �R�I �D �W�\�S�H �+�� �K�\�V�W�H�U�H�V�L�V �O�R�R�S �K�D�V �E�H�H�Q �D�V�V�R�F�L�D�W�H�G �Z�L�W�K
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�)�L�J�X�U�H �������� �D�� �1�L�W�U�R�J�H�Q �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q���G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �L�V�R�W�K�H�U�P�V �R�I �'���������� �P�H�D�V�X�U�H�G �D�W
���� �.�� �,�Q�F�U�H�D�V�L�Q�J �S�U�H�V�V�X�U�H �L�V �L�Q�G�L�F�D�W�H�G �E�\ �E�O�X�H �W�U�L�D�Q�J�O�H�V�� �G�H�F�U�H�D�V�L�Q�J �S�U�H�V��
�V�X�U�H �E�\ �J�U�H�H�Q �V�T�X�D�U�H�V�� �E�� �3�R�U�H �V�L�]�H �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�I �'���������� �R�E�W�D�L�Q�H�G �I�U�R�P
�W�K�H ���� �. �12 �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V��

�P�L�F�U�R�� �D�Q�G �P�H�V�R�S�R�U�H�V �Z�L�W�K �D �V�O�L�W �V�K�D�S�H �S�R�U�H �P�R�U�S�K�R�O�R�J�\�� �7�K�H �P�L�F�U�R�S�R�U�R�X�V�� �P�H�V�R��

�S�R�U�R�X�V�� �D�Q�G �W�R�W�D�O �S�R�U�H �Y�R�O�X�P�H �D�Q�G �V�L�]�H �Z�H�U�H �G�H�W�H�U�P�L�Q�H�G �X�V�L�Q�J �W�K�H �+�R�U�Y�D�W�K���.�D�Z�D�]�R�H

���+�.�� �P�R�G�H�O �>������ �@�� �W�K�H �%�-�+ �P�R�G�H�O �>������ �@�� �D�Q�G �W�K�H�%�(�7�P�R�G�H�O �>������ �@�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �7�K�H

�U�H�V�X�O�W�L�Q�J �S�R�U�H �V�L�]�H �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �L�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J�������� �E���� �$ �U�D�Q�J�H �R�I �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V �G�H��

�G�X�F�H�G �I�U�R�P �W�K�H �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q���G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �D�U�H �V�X�P�P�D�U�L�V�H�G �L�Q �7�D�E����������

�'���������� �K�D�V �D �K�L�J�K �V�S�H�F�L�“�F �D�U�H�D �V�X�U�I�D�F�H �R�I �������� �P2���J�� �D�Q�G �S�R�U�H �Y�R�O�X�P�H �R�I �������� �F�P3���J

�Z�L�W�K �S�U�L�P�D�U�\ �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �P�H�V�R�S�R�U�H �Y�R�O�X�P�H �D�Q�G �Z�L�W�K �U�H�O�D�W�L�Y�H�O�\ �O�R�Z �P�L�F�U�R�S��

�R�U�R�V�L�W�\��

�W���S�O�R�W���+�. �%�(�7 �%�-�+

�9micro �' micro �9meso �' meso �6BET �9total �6BJH

�>�F�P3���J�@ �>A�@ �>�F�P3���J�@ �>A�@ �>�P2���J�@ �>�F�P3���J�@ �>�P2���J�@
�12 �������� ���� �������� ������ �������������� �������� ��������������
Vmicro �� �P�L�F�U�R�S�R�U�R�X�V �S�R�U�H �Y�R�O�X�P�H��Dmicro �� �P�L�F�U�R�S�R�U�R�X�V �S�R�U�H �V�L�]�H��Vmeso��
�P�H�V�R�S�R�U�R�X�V �S�R�U�H �Y�R�O�X�P�H��Dmeso�� �P�H�V�R�S�R�U�R�X�V �S�R�U�H �V�L�]�H��SBET �� �V�S�H�F�L�“�F
�V�X�U�I�D�F�H �D�U�H�D �I�U�R�P �W�K�H �%�(�7 �P�R�G�H�O��Vtotal �� �W�R�W�D�O �S�R�U�H �Y�R�O�X�P�H��SBJH �� �V�S�H�F�L�“�F
�V�X�U�I�D�F�H �D�U�H�D �I�U�R�P �W�K�H �%�-�+ �P�R�G�H�O��

�7�D�E�O�H �������� �&�K�D�U�D�F�W�H�U�L�V�W�L�F �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V �R�I �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �D�Q�G �P�R�U�S�K�R�O�R�J�\ �R�I �'���������� �I�U�R�P
�12�� �&�22 �D�Q�G �+2 �Y�D�S�R�X�U �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V��

�3�D�S�\�H�[ �L�V �D�Q �H�[�I�R�O�L�D�W�H�G �D�Q�G �U�H���F�R�P�S�U�H�V�V�H�G �J�U�D�S�K�L�W�H �W�K�D�W �F�R�Q�V�L�V�W�V �P�D�L�Q�O�\ �R�I ������������

�E�D�V�D�O �J�U�D�S�K�L�W�H �S�O�D�Q�H�V �Z�L�W�K �D�Q �D�Y�H�U�D�J�H �V�L�]�H �R�I �V�H�Y�H�U�D�O �K�X�Q�G�U�H�G �‡ �>������ �@�� �7�K�H�V�H �S�O�D�Q�H�V

�D�U�H �S�D�U�W�L�D�O�O�\ �R�U�L�H�Q�W�H�G �Z�L�W�K �D�E�R�X�W ���� �� �H�[�K�L�E�L�W�L�Q�J �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �D�U�R�X�Q�G �D �S�O�D�Q�H �Z�L�W�K �D

�+�:�+�0 �R�I �L�W�V �P�R�V�D�L�F �V�S�U�H�D�G �R�I �����r�� �D�Q�G �D�E�R�X�W ���� �� �E�H�L�Q�J �F�R�P�S�O�H�W�H�O�\ �U�D�Q�G�R�P�O�\ �R�U�L��

�H�Q�W�H�G�� �W�K�H �E�D�V�D�O �S�O�D�Q�H�V �D�U�H �V�W�D�F�N�H�G �L�Q �D�E�R�X�W ���� �� �D�V� �J�U�D�S�K�L�W�H �D�Q�G �L�Q �D�E�R�X�W ���� ��

������



������ �(�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O

�D�V� �J�U�D�S�K�L�W�H �>������ �� ������ �@�� �%�(�7 �D�Q�D�O�\�V�L�V �U�H�Y�H�D�O�V �D �7�\�S�H �,�, �V�R�U�S�W�L�R�Q �L�V�R�W�K�H�U�P�� �L�Q�G�L�F�D�W��

�L�Q�J �W�K�D�W �3�D�S�\�H�[ �F�R�Q�W�D�L�Q�V �D �Q�H�J�O�L�J�L�E�O�H �D�P�R�X�Q�W �R�I �P�L�F�U�R�S�R�U�H�V �D�Q�G �K�D�V �D �W�R�W�D�O �V�X�U�I�D�F�H

�D�U�H�D �R�I �D�E�R�X�W ���� �P2���J�� �6�$�1�6 �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�V �H�P�S�O�R�\�L�Q�J �F�R�Q�W�U�D�V�W �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q �V�K�R�Z �W�K�D�W

�W�K�H �Y�R�L�G�V �L�Q �3�D�S�\�H�[ �D�U�H �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �D�Q�G �“�O�O�D�E�O�H �>������ �@��

�3�X�k�X�k �L�2�m�i�`�Q�M �a�K���H�H�@���M�;�H�2 �a�+���i�i�2�`�B�M�; �J�2���b�m�`�2�K�2�M�i�b

�7�R �H�[�D�P�L�Q�H �W�K�H �V�W�U�X�F�W�X�U�H �R�I �R�X�U �3�D�S�\�H�[ �V�D�P�S�O�H���6�$�1�6�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �K�D�Y�H �E�H�H�Q

�S�H�U�I�R�U�P�H�G �R�Q �W�K�H �'���� �G�L�I�I�U�D�F�W�R�P�H�W�H�U �D�W�,�/�/�>���� �@ �D�W �D �Q�H�X�W�U�R�Q �Z�D�Y�H�O�H�Q�J�W�K� = �� �‡

�D�Q�G �D�W �G�H�W�H�F�W�R�U �G�L�V�W�D�Q�F�H�V �������� �P �D�Q�G �� �P ���Z�L�W�K �D �U�H�F�W�D�Q�J�X�O�D�U �F�R�O�O�L�P�D�W�L�R�Q �R�I �O�H�Q�J�W�K

�R�I �������� �P �D�Q�G �������� �P�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\���� �7�K�H�V�H �V�H�W���X�S�V �F�R�Y�H�U �D �W�R�W�D�O �4���U�D�Q�J�H �R�I �����������

Q � �������� �‡! 1�� �7�K�H �E�H�D�P �V�L�]�H �D�W �V�D�P�S�O�H �S�R�V�L�W�L�R�Q �Z�D�V �� �[ ���� �P�P2 �D�Q�G �W�K�H �V�D�P�S�O�H

�W�K�L�F�N�Q�H�V�V �Z�D�V �� �P�P�� �0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W �W�L�P�H �D�W �H�D�F�K �V�H�W���X�S �Z�D�V ������ �V�� �3�U�L�R�U �W�R �W�K�H �P�H�D��

�V�X�U�H�P�H�Q�W�� �D �� �[ ���� �P�P2 �F�K�L�S �R�I �3�D�S�\�H�[ �Z�L�W�K �D �W�K�L�F�N�Q�H�V�V �R�I �� �P�P �K�D�G �E�H�H�Q �R�X�W���J�D�V�V�H�G

�X�Q�G�H�U �Y�D�F�X�X�P �D�W �D �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �R�I �������� �. �R�Y�H�U ���� �K �D�Q�G �“�O�O�H�G �L�Q�W�R �D �V�W�D�Q�G�D�U�G �4�X�D�U�W�]

�6�$�1�6 �V�D�P�S�O�H �K�R�O�G�H�U �X�Q�G�H�U �D�U�J�R�Q �D�W�P�R�V�S�K�H�U�H��

�7�K�H �V�W�U�X�F�W�X�U�H �R�I �'���������� �K�D�V �E�H�H�Q �V�W�X�G�L�H�G �E�\�6�$�1�6�R�Q �W�K�H �3�$�;�< �G�L�I�I�U�D�F�W�R�P�H�W�H�U �D�W

�/�/�%�� �6�D�F�O�D�\�� �)�U�D�Q�F�H �D�W �W�K�U�H�H �V�H�W���X�S�V �R�I �Q�H�X�W�U�R�Q �Z�D�Y�H�O�H�Q�J�W�K� �D�Q�G �G�H�W�H�F�W�R�U �G�L�V�W�D�Q�F�Hl ��

� = �� �‡��l = ���������� �P�� � = ���� �‡��l = ���������� �P�� � = ���� �‡��l = ���������� �P�� �&�R�P�E�L�Q�L�Q�J �W�K�H�V�H

�V�H�W���X�S�V �F�R�Y�H�U�V �D �W�R�W�D�O �4���U�D�Q�J�H �R�I ����������� Q � �������� �‡! 1�� �3�U�L�R�U �W�R �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W��

�W�K�H �“�Q�H �S�R�Z�G�H�U �R�I �'���������� �Z�D�V �“�O�O�H�G �L�Q�W�R �S�R�F�N�H�W�V �R�I �D�O�X�P�L�Q�L�X�P �I�R�L�O �R�I �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�O�\

���� �[ ���� �P�P 2 �Z�L�G�W�K �D�Q�G �� �P�P �W�K�L�F�N�Q�H�V�V��

�3�X�k�X�j �L�2�m�i�`�Q�M �h�B�K�2�@�Q�7�@�6�H�B�;�?�i �J�2���b�m�`�2�K�2�M�i�b

�1�H�X�W�U�R�Q�7�2�)�V�S�H�F�W�U�R�V�F�R�S�\ �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �Z�H�U�H �S�H�U�I�R�U�P�H�G �R�Q �W�K�H �,�1�� �V�S�H�F�W�U�R�P�H�W�H�U

�D�W �,�/�/ �>���� �@ �X�V�L�Q�J �D �V�H�W���X�S �R�I �W�K�U�H�H �F�R�P�S�R�V�L�W�H �S�\�U�R�O�\�W�L�F �J�U�D�S�K�L�W�H �P�R�Q�R�F�K�U�R�P�D�W�R�U�V �D�W

�D �Q�H�X�W�U�R�Q �Z�D�Y�H�O�H�Q�J�W�K� = �������� A�� �7�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�X�Q�F�W�L�R�Q�V �I�U�R�P �Q�H�X�W�U�R�Q�7�2�)�V�S�H�F��

�W�U�R�V�F�R�S�\��S(Q, ! )�� �F�R�Y�H�U�H�G �D �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U �U�D�Q�J�H �R�I ������� Q � ������ �‡! 1 �D�Q�G

�D�Q �H�Q�H�U�J�\ �W�U�D�Q�V�I�H�U �U�D�Q�J�H �R�I ����� ~! � �� �P�H�9�� �7�K�H �G�D�W�D �Z�H�U�H �J�U�R�X�S�H�G �L�Q�W�R �Z�L�Q�G�R�Z�V

�R�I�Q = ������ �‡! 1 �D�Q�G� (~! ) = ���� � �H�9 �L�Q �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U �D�Q�G �H�Q�H�U�J�\ �W�U�D�Q�V�I�H�U��

�U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �$�O�O �G�D�W�D �Z�H�U�H �W�U�H�D�W�H�G �X�V�L�Q�J �W�K�H �/�$�0�3 �V�R�I�W�Z�D�U�H �S�D�F�N�D�J�H �>������ �@�� �3�U�L�R�U

�W�R �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�� �'���������� �Z�D�V �F�U�X�V�K�H�G �W�R �D �“�Q�H �S�R�Z�G�H�U �D�Q�G �“�O�O�H�G �L�Q�W�R �D �K�R�O�O�R�Z��

�F�\�O�L�Q�G�U�L�F�D�O �D�O�X�P�L�Q�L�X�P �V�D�P�S�O�H �K�R�O�G�H�U �Z�L�W�K �D�Q �D�Q�Q�X�O�D�U �Z�L�G�W�K �R�I �� �P�P�� �7�K�H �V�D�P�S�O�H �Z�D�V

������



�� �+2 �R�Q �(�[�I�R�O�L�D�W�H�G �*�U�D�S�K�L�W�H �D�Q�G �R�Q �+�L�J�K�O�\ �3�R�U�R�X�V �&�D�U�E�R�Q

�K�H�D�W�H�G �L�Q �Y�D�F�X�X�P �D�W ������ �r�& �I�R�U ���� �K �W�R �U�H�P�R�Y�H �Y�R�O�D�W�L�O�H �F�R�Q�W�D�P�L�Q�D�Q�W�V �I�U�R�P �W�K�H �V�X�U��

�I�D�F�H�� �7�K�H �3�D�S�\�H�[ �V�D�P�S�O�H �Z�D�V �F�X�W �L�Q�W�R �G�L�V�N�V �R�I ���� �P�P �G�L�D�P�H�W�H�U�� �$�E�R�X�W ���� �G�L�V�N�V �Z�H�U�H

�W�K�H�Q �V�W�D�F�N�H�G �t�D�W���O�\�L�Q�J �L�Q �D �F�\�O�L�Q�G�U�L�F�D�O �D�O�X�P�L�Q�L�X�P �V�D�P�S�O�H �K�R�O�G�H�U �R�I �� �F�P �G�L�D�P�H�W�H�U��

�7�K�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �Z�D�V �F�R�Q�W�U�R�O�O�H�G �X�V�L�Q�J �D �V�W�D�Q�G�D�U�G �O�L�T�X�L�G �K�H�O�L�X�P �F�U�\�R�V�W�D�W ���O�R�U�D�Q�J�H�P

�F�U�\�R�V�W�D�W �>������ �@���� �%�R�W�K �V�D�P�S�O�H�V �Z�H�U�H �F�R�R�O�H�G �W�R ������ �. �D�Q�G �W�K�H �T�X�D�Q�W�L�W�\ �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J

�W�R �������P�R�Q�R�O�D�\�H�U ���0�/���R�I �K�\�G�U�R�J�H�Q �J�D�V �Z�D�V �G�R�V�H�G �W�K�U�R�X�J�K �D �V�W�D�L�Q�O�H�V�V �V�W�H�H�O �F�D�S�L�O�O�D�U�\

�W�K�D�W �Z�D�V �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �D �S�U�H�V�V�X�U�H �F�R�Q�W�U�R�O �P�R�Q�L�W�R�U�� �7�K�U�R�X�J�K�R�X�W �W�K�H �H�Q�W�L�U�H �H�[�S�H�U�L��

�P�H�Q�W�� �F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q �W�R �D ������ �F�P3 �U�H�V�H�U�Y�R�L�U �D�W �U�R�R�P �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �Z�D�V �P�D�L�Q�W�D�L�Q�H�G �I�R�U

�V�H�F�X�U�L�W�\ �U�H�D�V�R�Q�V�� �,�Q �R�X�U �V�H�W���X�S �D�Q�\ �G�H�V�R�U�E�H�G �K�\�G�U�R�J�H�Q �U�L�V�H�V �W�R �W�K�H �U�H�V�H�U�Y�R�L�U�� �Z�K�H�U�H

�W�K�H �G�H�V�R�U�E�H�G �T�X�D�Q�W�L�W�\ �F�D�Q �E�H �G�H�G�X�F�H�G �W�K�U�R�X�J�K �S�U�H�V�V�X�U�H �P�R�Q�L�W�R�U�L�Q�J�� �$ �O�L�V�W�L�Q�J �R�I �W�K�H

�U�H�O�D�W�L�Y�H �F�R�Y�H�U�D�J�H�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �D�W �V�D�P�S�O�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V �E�H�W�Z�H�H�Q �� �D�Q�G ���� �. �L�V �J�L�Y�H�Q �L�Q

�7�D�E���������� �)�R�U �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�V�� �D�Q �H�O�D�V�W�L�F �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q

�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W �Z�D�V �S�H�U�I�R�U�P�H�G �D�W ������ �.�� �6�S�H�F�W�U�D �Z�H�U�H �W�K�H�Q �P�H�D�V�X�U�H�G �D�W �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V

�E�H�W�Z�H�H�Q �� �. �D�Q�G ���� �.��

�6�D�P�S�O�H �5�H�O�D�W�L�Y�H �F�R�Y�H�U�D�J�H �5�H�O�D�W�L�Y�H �F�R�Y�H�U�D�J�H
�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �>�.�@ �'���������� �>�0�/�@ �3�D�S�\�H�[ �>�0�/�@
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�7�D�E�O�H �������� �5�H�O�D�W�L�Y�H �F�R�Y�H�U�D�J�H�V �L�Q �I�U�D�F�W�L�R�Q�V �R�I �D �P�R�Q�R�O�D�\�H�U ���0�/�� �X�V�H�G �L�Q �W�K�H �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W
�D�W �V�D�P�S�O�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V �E�H�W�Z�H�H�Q �� �D�Q�G ���� �.�� �7�K�H �Y�D�O�X�H�V �D�U�H �G�H�G�X�F�H�G �I�U�R�P
�W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �S�U�H�V�V�X�U�H �L�Q �D �V�H�F�X�U�L�W�\ �U�H�V�H�U�Y�R�L�U �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �W�K�H �V�D�P�S�O�H��

������



������ �'�D�W�D �$�Q�D�O�\�V�L�V �D�Q�G �5�H�V�X�O�W�V

�3�X�j �.���i�� ���M���H�v�b�B�b ���M�/ �_�2�b�m�H�i�b

�3�X�j�X�R �L�2�m�i�`�Q�M �a�+���i�i�2�`�B�M�; �� �a�i�`�m�+�i�m�`�2

�)�L�J�������� �V�K�R�Z�V �W�K�H �H�Q�H�U�J�\���L�Q�W�H�J�U�D�W�H�G �V�F�D�W�W�H�U�H�G �L�Q�W�H�Q�V�L�W�L�H�VS(Q) �R�I �W�K�H�7�2�)�P�H�D�V�X�U�H��

�P�H�Q�W�V �R�I �'���������� �D�Q�G �3�D�S�\�H�[ �D�W �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V�� �D�V �Z�H�O�O �D�V �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�G�6�$�1�6

�D�Q�G �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �U�H�V�S�R�Q�V�H�� �%�R�W�K �V�X�E�V�W�U�D�W�H�V �H�[�K�L�E�L�W �D �V�W�U�R�Q�J �V�P�D�O�O �D�Q�J�O�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �W�K�D�W

�L�V �F�R�P�P�R�Q�O�\ �I�R�X�Q�G �I�R�U �P�D�W�H�U�L�D�O�V �Z�L�W�K �D �K�L�H�U�D�U�F�K�L�F�D�O �V�W�U�X�F�W�X�U�H�� �7�K�H �3�D�S�\�H�[ �V�X�E�V�W�U�D�W�H

�H�[�K�L�E�L�W�V �D �E�U�L�J�K�W �S�H�D�N �D�W �D�E�R�X�W ������ �‡! 1�� �'���������� �V�K�R�Z�V �Q�R �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �V�L�J�Q�D�O �D�W �K�L�J�KQ��
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�)�L�J�X�U�H �������� �(�Q�H�U�J�\���L�Q�W�H�J�U�D�W�H�G �L�Q�W�H�Q�V�L�W�L�H�V �6���4�� �R�E�W�D�L�Q�H�G �D�W �,�1�� �I�R�U �'���������� �D�Q�G �3�D�S�\�H�[
�D�I�W�H�U �K�\�G�U�R�J�H�Q �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �D�W ������ �. ���F�U�R�V�V�H�V���� ���� �. ���W�U�L�D�Q�J�O�H�V�� �D�Q�G ���� �. ���F�L�U��
�F�O�H�V���� �7�K�H �G�D�W�D �D�U�H �F�R�P�S�D�U�H�G �W�R �6�$�1�6 �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V ���V�R�O�L�G �D�Q�G �G�D�V�K�H�G
�O�L�Q�H�V�� �D�Q�G �W�R �Q�H�X�W�U�R�Q �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V ���G�R�W�W�H�G �O�L�Q�H���� �D�� �'����������
�E�� �3�D�S�\�H�[�� �7�K�H ���������� �%�U�D�J�J �U�H�t�H�F�W�L�R�Q �D�W �������� �‡! 1 �L�V �F�O�H�D�U�O�\ �Y�L�V�L�E�O�H �I�R�U �W�K�H
�3�D�S�\�H�[ �V�D�P�S�O�H�� �,�Q�V�H�W�V�� �O�R�J���O�R�J �S�O�R�W �R�I �6�$�1�6 �U�H�V�S�R�Q�V�H��

�2�Y�H�U �D �U�D�Q�J�H �R�I �D�E�R�X�W ������ �J �������� �‡! 1�� �W�K�H �6�$�1�6 �U�H�V�S�R�Q�V�H �R�I �W�K�H �3�D�S�\�H�[ �V�X�E�V�W�U�D�W�H

�I�R�O�O�R�Z�V �D �S�R�Z�H�U �O�D�Z �V�F�D�O�L�Q�J��I / Q! � �Z�L�W�K� = ������������� �������������� �7�K�L�V �L�V �L�Q �W�K�H �U�D�Q�J�H �R�I

�W�K�H �Y�D�O�X�H �I�R�X�Q�G �E�\ �*�L�O�E�H�U�W �H�W �D�O����� � ������ �>������ �@ ���V�H�H �,�Q�V�H�W �R�I �)�L�J������������ �$�O�W�K�R�X�J�K �W�K�L�V

�P�L�J�K�W �E�H �L�Q�W�H�U�S�U�H�W�H�G �L�Q �W�H�U�P�V �R�I �D �J�H�Q�H�U�D�O�L�V�H�G �3�R�U�R�G �W�\�S�H �V�F�D�O�L�Q�J��I(Q) / Q! (6! d) ��

�Z�K�L�F�K �Z�R�X�O�G �\�L�H�O�G �D �I�U�D�F�W�D�O �G�L�P�H�Q�V�L�R�Qd = ���������� �W�K�L�V �L�V �Q�R�W �H�D�V�L�O�\ �M�X�V�W�L�“�H�G ���D�V �K�D�V �E�H�H�Q

�G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �G�H�W�D�L�O �E�\ �*�L�O�E�H�U�W �>������ �@���� �7�K�H �6�$�1�6 �U�H�V�S�R�Q�V�H �R�I �'���������� �I�R�O�O�R�Z�V �D �S�R�Z�H�U

�O�D�Z �V�F�D�O�L�Q�J �D�V �Z�H�O�O�� �R�Y�H�U �D �U�D�Q�J�H �R�I �D�E�R�X�W ������ �J �������� �‡! 1�� �+�H�U�H�� �Z�H �“�Q�G �D�Q �H�[�S�R�Q�H�Q�W

� = ����������� ������������ �,�Q �W�H�U�P�V �R�I �L�Q�W�H�U�S�U�H�W�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�L�V �H�[�S�R�Q�H�Q�W �D�V �D �I�U�D�F�W�D�O �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q��

�W�K�L�V �Z�R�X�O�G �\�L�H�O�G �D�Q �X�Q�U�H�D�V�R�Q�D�E�O�H �U�H�V�X�O�W �R�Id = �������� �$�Q �L�Q���G�H�S�W�K �D�Q�D�O�\�V�L�V �R�I �W�K�H �6�$�1�6

�G�D�W�D �L�V �X�Q�I�R�U�W�X�Q�D�W�H�O�\ �E�H�\�R�Q�G �W�K�H �V�F�R�S�H �R�I �W�K�L�V �Z�R�U�N��

������



�� �+2 �R�Q �(�[�I�R�O�L�D�W�H�G �*�U�D�S�K�L�W�H �D�Q�G �R�Q �+�L�J�K�O�\ �3�R�U�R�X�V �&�D�U�E�R�Q

�1�R�Z �O�R�R�N�L�Q�J �D�W �W�K�H �V�W�U�X�F�W�X�U�H �I�D�F�W�R�US(Q)�� �R�E�W�D�L�Q�H�G �E�\ �H�Q�H�U�J�\ �L�Q�W�H�J�U�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �V�S�H�F��

�W�U�D �I�U�R�P �W�K�H�7�2�)�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V ���)�L�J������������ �Z�H �“�Q�G �W�K�D�W �W�K�H �V�L�J�Q�D�O �L�V �P�R�V�W�O�\ �t�D�W �I�R�U �E�R�W�K

�V�X�E�V�W�U�D�W�H�V�� �3�D�S�\�H�[ �K�R�Z�H�Y�H�U�� �H�[�K�L�E�L�W�V �D �V�W�U�R�Q�J �S�H�D�N �D�W �D�E�R�X�W ������ �‡! 1 �L�Q �E�R�W�K �W�K�H �,�1��

�D�Q�G �W�K�H �'���� �G�D�W�D�� �Z�K�L�F�K �V�W�H�P�V �I�U�R�P �W�K�H ���������� �%�U�D�J�J �U�H�t�H�F�W�L�R�Q �I�U�R�P �W�K�H �E�D�V�D�O �S�O�D�Q�H�V

�R�I �J�U�D�S�K�L�W�H�� �1�R �%�U�D�J�J �S�H�D�N �R�I �W�K�H �%�D�V�D�O �S�O�D�Q�H �L�V �I�R�X�Q�G �I�R�U �W�K�H �'���������� �V�X�E�V�W�U�D�W�H �Z�L�W�K�L�Q

�W�K�H �4 �U�D�Q�J�H �R�I �W�K�H �S�U�H�V�H�Q�W �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�V�� �7�K�L�V �L�V �L�Q�W�H�U�S�U�H�W�H�G �L�Q �W�H�U�P�V �R�I �D�Q �D�E�V�H�Q�F�H

�R�I �O�R�Q�J���U�D�Q�J�H �R�U�G�H�U�� �)�R�U �E�R�W�K �V�D�P�S�O�H�V�� �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �V�L�J�Q�D�O �U�L�V�H�V �Z�L�W�K �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H

�D�W �P�R�V�W �Y�D�O�X�H�V �R�I �4 ���V�H�H �L�Q�V�H�W �R�I �)�L�J�������� �E������ �7�K�L�V �L�V �G�X�H �W�R �D �K�L�J�K�H�U �D�P�R�X�Q�W �R�I �W�K�H

�R�U�W�K�R���K�\�G�U�R�J�H�Q �V�S�L�Q �V�W�D�W�H �D�W �K�L�J�K�H�U �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V ���V�H�H �&�K�D�S���� ���� �Z�K�L�F�K �\�L�H�O�G�V �D �P�X�F�K

�K�L�J�K�H�U �Q�H�X�W�U�R�Q �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q �W�K�D�Q �W�K�H �S�D�U�D���V�W�D�W�H�� �,�W �L�V �L�Q�W�H�U�H�V�W�L�Q�J �W�R �Q�R�W�L�F�H

�W�K�D�W �W�K�L�V �H�I�I�H�F�W �L�V �V�W�U�R�Q�J�H�U �W�K�D�Q �W�K�H �F�R�Q�F�X�U�U�L�Q�J �O�R�V�V �L�Q �V�L�J�Q�D�O �W�K�D�W �V�W�H�P�V �I�U�R�P �D �G�H�V��

�R�U�S�W�L�R�Q �R�I �K�\�G�U�R�J�H�Q �Z�L�W�K �L�Q�F�U�H�D�V�L�Q�J �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H ���V�H�H �7�D�E������������

�3�X�j�X�k �L�2�m�i�`�Q�M �a�T�2�+�i�`�Q�b�+�Q�T�v �� �.�v�M���K�B�+�b

�:�H �Z�L�O�O �Q�R�Z �G�L�V�F�X�V�V �W�K�H �G�\�Q�D�P�L�F �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�X�Q�F�W�L�R�Q�V��S(Q, ! )�� �Z�K�L�F�K �Z�H�U�H �H�[�W�U�D�F�W�H�G

�I�U�R�P �W�K�H �,�1�� �Q�H�X�W�U�R�Q �W�L�P�H���R�I���t�L�J�K�W �V�S�H�F�W�U�D�� �$�Q �H�[�D�P�S�O�H �R�I �D �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�X�Q�F�W�L�R�Q �D�W

�D �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U �R�IQ = ������ �‡! 1 �L�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J���������� �7�R �H�[�W�U�D�F�W �W�K�H �G�\�Q�D�P�L�F

�L�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q�� �W�K�H �7�2�) �V�S�H�F�W�U�D �I�R�U �D �J�L�Y�H�Q �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U �Z�H�U�H �“�W�W�H�G �W�R �D �W�H�V�W

�I�X�Q�F�W�L�R�Q �X�V�L�Q�J �D �O�H�D�V�W���V�T�X�D�U�H �D�O�J�R�U�L�W�K�P�� �)�R�U �E�R�W�K �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �S�U�R�F�H�V�V�H�V �D�Q�G

�%�U�R�Z�Q�L�D�Q���W�\�S�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �Z�H �J�H�Q�H�U�D�O�O�\ �H�[�S�H�F�W �D �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �R�I �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �O�L�Q�H�� �W�K�H

�4�(�1�6�E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �D�U�R�X�Q�G! = ���� �W�K�D�W �R�E�H�\�V �D �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �V�K�D�S�H �>���� �@�� �+�H�Q�F�H�� �Z�H �X�V�H�G

�D �F�R�Q�Y�R�O�X�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q �I�X�Q�F�W�L�R�Q��R(Q, ! ) ���W�K�D�W �Z�D�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �I�U�R�P �W�K�H �F�O�H�D�Q

�V�X�E�V�W�U�D�W�H �D�W ������ �.���� �Z�L�W�K �D �G�H�O�W�D �I�X�Q�F�W�L�R�Q ���H�O�D�V�W�L�F �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �D�Q�G �D �V�L�Q�J�O�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q

�G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �W�K�D�W �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V �W�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J�� �D�V �Z�H�O�O �D�V �D �F�R�Q�V�W�D�Q�W �E�D�F�N��

�J�U�R�X�Q�G��C��

S(Q, ! ) =
�
Iel � � (! ) + Iinel �

~
�

!
! 2 + ! 2

�
� R(Q, ! ) + C, ����������

�Z�K�H�U�H! �L�V �W�K�H�+�:�+�0 �R�I �W�K�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q��

�:�H �X�V�H�G �W�K�H �U�H�G�X�F�H�G� 2 �D�V �D �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �J�R�R�G�Q�H�V�V���R�I���“�W�� �,�W �V�K�R�Z�H�G �Q�R

�L�P�S�U�R�Y�H�P�H�Q�W �X�S�R�Q �D�G�G�L�Q�J �D �t�D�W �R�U �V�O�R�S�H�G �E�D�F�N�J�U�R�X�Q�G�� �$�O�V�R�� �Q�R �V�L�J�Q �R�I �D �V�H�F�R�Q�G

�/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �Z�D�V �I�R�X�Q�G �Z�L�W�K�L�Q �W�K�H �H�Q�H�U�J�\ �U�D�Q�J�H �D�Q�G �U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �L�Q��

�V�W�U�X�P�H�Q�W�� �)�X�U�W�K�H�U�P�R�U�H�� �Z�H �G�L�G �Q�R�W �“�Q�G �D �G�H�Y�L�D�W�L�R�Q �I�U�R�P �W�K�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �V�K�D�S�H�� �V�X�F�K

������



������ �'�D�W�D �$�Q�D�O�\�V�L�V �D�Q�G �5�H�V�X�O�W�V

�)�L�J�X�U�H �������� �$ �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�Y�H �V�O�L�F�H �R�I �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�X�Q�F�W�L�R�QS(Q, ! ) �D�W �D �P�R�P�H�Q�W�X�P
�W�U�D�Q�V�I�H�U �R�IQ = ������ �‡! 1 �D�Q�G �D �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �R�I ���� �. �R�I �W�K�H �3�D�S�\�H�[ �V�D�P��
�S�O�H�� �7�K�H �J�U�H�H�Q �O�L�Q�H �V�K�R�Z�V �W�K�H �G�D�W�D �R�I �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �F�R�Q�W�D�L�Q�L�Q�J �V�D�P�S�O�H
�D�W ���� �.�� �7�K�H �G�D�U�N �E�O�X�H �O�L�Q�H �V�K�R�Z�V �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�G �G�D�W�D �S�R�L�Q�W�V �R�I �W�K�H �3�D��
�S�\�H�[ �V�D�P�S�O�H �D�W �D �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �R�I ������ �. ���U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q �I�X�Q�F�W�L�R�Q���� �7�K�H �J�U�H�H�Q
�V�R�O�L�G �O�L�Q�H �L�V �W�K�H �“�W�W�H�G �P�R�G�H�O �I�X�Q�F�W�L�R�Q �D�Q�G �W�K�H �O�L�J�K�W �E�O�X�H �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H �L�V
�W�K�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �W�K�D�W �Z�D�V �H�[�W�U�D�F�W�H�G �E�\ �W�K�H �“�W�� �7�K�H �O�R�Z�H�U �S�D�Q�H�O
�V�K�R�Z�V �W�K�H �U�H�V�L�G�X�D�O�V �R�I �W�K�H �“�W �I�X�Q�F�W�L�R�Q��

�D�V �D �*�D�X�V�V�L�D�Q �R�U �D �9�R�L�J�W �V�K�D�S�H �R�I �W�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J�� �7�K�H �U�H�V�L�G�X�D�O�V �R�I

�W�K�H �“�W�V �V�K�R�Z �Q�R �V�\�V�W�H�P�D�W�L�F �H�U�U�R�U�V �D�Q�G �R�Q�O�\ �D�Q �L�Q�F�U�H�D�V�H �L�Q �D�E�V�R�O�X�W�H �V�W�D�W�L�V�W�L�F�D�O �H�U�U�R�U �L�V

�R�E�V�H�U�Y�H�G �L�Q �F�O�R�V�H �Y�L�F�L�Q�L�W�\ �R�I �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �S�H�D�N �D�W! = �� ���)�L�J������������

�7�K�H �“�W�W�L�Q�J �S�D�U�D�P�H�W�H�U�VIel �D�Q�GIinel �L�Q �H�T�X�D�W�L�R�Q ���������� �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G �W�R �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �D�Q�G

�L�Q�H�O�D�V�W�L�F �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �R�I �W�K�H �H�Q�W�L�U�H �V�D�P�S�O�H�U�H�O�D�W�L�Y�H�W�R �W�K�H �V�L�J�Q�D�O �R�I �W�K�H

�H�P�S�W�\ �V�D�P�S�O�H �D�W �D �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �R�I ������ �.�� �7�K�H �H�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �L�Q�H�O�D�V�W�L�F �L�Q�W�H�Q�V�L�W�L�H�VSel(Q)

�D�Q�GSinel(Q)�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �Z�H�U�H �R�E�W�D�L�Q�H�G �E�\ �P�X�O�W�L�S�O�L�F�D�W�L�R�Q �R�IIel �D�Q�GIinel �Z�L�W�KS(Q)��

�7�K�H �4���G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �R�ISel(Q) �D�Q�GSinel(Q) �L�V �V�K�R�Z�Q �I�R�U �E�R�W�K �V�X�E�V�W�U�D�W�H�V �L�Q �)�L�J����������

�)�R�U �I�X�U�W�K�H�U �D�Q�D�O�\�V�L�V�� �Z�H �K�D�Y�H �R�P�L�W�W�H�G �W�K�H �U�H�J�L�R�Q �D�E�R�Y�HQ = �������� �‡! 1 ���L�Q�G�L�F�D�W�H�G �L�Q

�)�L�J�������� �E�\ �D �J�U�H�\ �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H�� �W�R �D�Y�R�L�G �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �I�U�R�P �D �J�U�D�S�K�L�W�H �%�U�D�J�J �S�H�D�N��

�H�Y�H�Q �W�K�R�X�J�K �I�R�U �W�K�H �'���������� �V�D�P�S�O�H�� �W�K�H�U�H �V�H�H�P�V �W�R �E�H �Q�R �V�L�J�Q �R�I �L�W��

Sel(Q) �L�V �I�R�U �E�R�W�K �V�D�P�S�O�H�V �D�O�P�R�V�W �L�G�H�Q�W�L�F�D�O �W�R �W�K�H �L�Q�W�H�J�U�D�W�H�G �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\ ���X�S�S�H�U �S�D�Q�H�O�V

�L�Q �)�L�J������������ �7�K�L�V �L�V �G�X�H �W�R �W�K�H �I�D�F�W �W�K�D�W �W�K�H �F�D�U�E�R�Q �V�D�P�S�O�H �L�W�V�H�O�I �L�V �D �P�X�F�K �V�W�U�R�Q�J�H�U

�Q�H�X�W�U�R�Q �V�F�D�W�W�H�U�H�U �W�K�D�Q �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H�O�\ �V�P�D�O�O �D�P�R�X�Q�W �R�I �D�G�V�R�U�E�H�G �K�\�G�U�R�J�H�Q��

Sinel(Q) �H�[�K�L�E�L�W�V �Q�R �V�X�E�V�W�D�Q�W�L�D�O �4���G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �I�R�U �H�L�W�K�H�U �V�\�V�W�H�P�� �:�H �K�D�Y�H �D�Y�H�U�D�J�H�G

Sinel(Q) �R�Y�H�UQ �L�Q �R�U�G�H�U �W�R �D�Q�D�O�\�V�H �W�K�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H ���)�L�J������������ �,�W �G�H��

�F�U�H�D�V�H�V �Z�L�W�K �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �U�H�t�H�F�W�L�Q�J �D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q �E�D�U�U�L�H�U�� �:�H �“�Q�G �D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q �H�Q�H�U��

�J�L�H�V �R�IEA = ����������� ���������� �P�H�9 �I�R�U �W�K�H �3�D�S�\�H�[ �V�X�E�V�W�U�D�W�H �D�Q�GEA = ����������� ���������� �P�H�9

������
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�)�L�J�X�U�H �������� �(�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �L�Q�H�O�D�V�W�L�F �L�Q�W�H�Q�V�L�W�L�H�V �D�V �D �I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U��Q �D�W
�G�L�I�I�H�U�H�Q�W �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V�� �9�D�O�X�H�V �W�R �W�K�H �U�L�J�K�W �R�I �W�K�H �G�D�V�K�H�G �J�U�H�\ �O�L�Q�H �K�D�Y�H
�Q�R�W �E�H�H�Q �W�D�N�H�Q �L�Q�W�R �D�F�F�R�X�Q�W �I�R�U �D�Q�D�O�\�V�L�V �R�I �W�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J��
�D�� �5�H�V�X�O�W�V �I�R�U �W�K�H �'���������� �V�X�E�V�W�U�D�W�H�� �E�� �5�H�V�X�O�W�V �I�R�U �W�K�H �3�D�S�\�H�[ �V�X�E�V�W�U�D�W�H��
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 Papyex
 Porous Carbon

�)�L�J�X�U�H �������� �,�Q�H�O�D�V�W�L�F �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\ �D�V �D �I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H��

�I�R�U �'���������� ���)�L�J������������ �$�W �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V �E�H�O�R�Z ���� �.�� �W�K�H �L�Q�H�O�D�V�W�L�F �V�L�J�Q�D�O �E�H�F�R�P�H�V �W�R�R

�Z�H�D�N �W�R �E�H �G�L�V�W�L�Q�J�X�L�V�K�H�G �I�U�R�P �L�Q�V�W�U�X�P�H�Q�W�D�O �E�D�F�N�J�U�R�X�Q�G�� �:�H �L�Q�W�H�U�S�U�H�W �W�K�L�V �G�U�R�S �R�I

�V�L�J�Q�D�O �D�V �D �I�U�H�H�]�L�Q�J �R�I �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �G�L�I�I�X�V�L�Y�H �G�\�Q�D�P�L�F�V�� �L�Q �F�R�Q�V�L�V�W�H�Q�F�\ �Z�L�W�K �Q�H�X��

�W�U�R�Q �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �R�I �K�\�G�U�R�J�H�Q �R�Q �J�U�D�S�K�L�W�H �W�K�D�W �G�L�V�F�R�Y�H�U�H�G �D �W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q

�E�H�W�Z�H�H�Q �D�Q �R�U�G�H�U�H�G �F�R�P�P�H�Q�V�X�U�D�W�H �O�D�\�H�U �E�H�O�R�Z ���� �. �D�Q�G �D �O�L�T�X�L�G �V�W�D�W�H �D�E�R�Y�H �W�K�L�V

�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �>������ �������� �@��

�7�K�H�4�(�1�6�E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J! (Q) �H�[�K�L�E�L�W�V �D �V�W�U�R�Q�J �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �D�Q�G �U�L�V�H�V �L�Q

�J�H�Q�H�U�D�O �Z�L�W�K �L�Q�F�U�H�D�V�L�Q�J �4 �� �)�L�J������������ �:�H �I�R�X�Q�G �W�K�D�W! (Q) �F�R�Q�V�L�V�W�V �R�I �W�K�H �V�X�P �R�I �D

�S�D�U�D�E�R�O�L�F �S�D�U�W �D�Q�G �D �V�L�Q�X�V�R�L�G�D�O �S�D�U�W��

! (Q) = ~� JD

R
[1 ! J0(Q � l sin� )] f (� )d �

R
f (� )d �

+ ~DBRQ2, ����������

������
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�)�L�J�X�U�H �������� �7�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �O�L�Q�H �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J! �D�V �D �I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U��
Q�� �I�R�U �D �U�D�Q�J�H �R�I �V�D�P�S�O�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V�� �7�K�H �H�U�U�R�U �E�D�U�V �D�U�H �W�R�R �V�P�D�O�O �W�R �E�H
�Y�L�V�L�E�O�H �I�R�U �P�R�V�W �G�D�W�D �S�R�L�Q�W�V�� �7�K�H �F�R�Q�W�L�Q�X�R�X�V �O�L�Q�H�V �V�K�R�Z �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �I�U�R�P
�“�W�W�L�Q�J �(�T�� ���������� �W�R �W�K�H �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J�� �%�R�W�K �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �W�R �W�K�H �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J
�K�D�Y�H �E�H�H�Q �V�K�R�Z�Q �V�H�S�D�U�D�W�H�O�\ �I�R�U �W�K�H ���� �. �G�D�W�D�� �W�K�H �G�D�V�K�H�G �U�H�G �O�L�Q�H �V�K�R�Z�V
�W�K�H �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �I�U�R�P �F�R�O�O�L�V�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �D�Q�G �W�K�H �G�R�W�W�H�G �U�H�G �O�L�Q�H �V�K�R�Z
�W�K�H �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �I�U�R�P �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q��

�Z�K�H�U�H �W�K�H �“�U�V�W �S�D�U�W �R�I �W�K�H �U�L�J�K�W �K�D�Q�G �V�L�G�H �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �I�U�R�P �K�R�S��

�S�L�Q�J �E�H�W�Z�H�H�Q �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�L�W�H�V �R�Q �D �%�U�D�Y�D�L�V �O�D�W�W�L�F�H�� �D�Q�G �W�K�H �V�H�F�R�Q�G �S�D�U�W �R�I �W�K�H �U�L�J�K�W

�K�D�Q�G �V�L�G�H �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �%�U�R�Z�Q�L�D�Q���W�\�S�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �+�H�U�H��~ �G�H�Q�R�W�H�V �W�K�H �U�H�G�X�F�H�G

�3�O�D�Q�F�N �F�R�Q�V�W�D�Q�W��� JD �D�Q�Gl �D�U�H �W�K�H �K�R�S�S�L�Q�J �U�D�W�H �D�Q�G �G�L�V�W�D�Q�F�H�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �R�I �M�X�P�S

�G�L�I�I�X�V�L�R�Q��J0 �G�H�Q�R�W�H�V �W�K�H ���W�K �R�U�G�H�U �F�\�O�L�Q�G�U�L�F�D�O �%�H�V�V�H�O �I�X�Q�F�W�L�R�Q �D�Q�Gf (� ) �G�H�V�F�U�L�E�H�V �W�K�H

�D�Q�J�X�O�D�U �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�I �S�O�D�Q�H�V �L�Q �W�K�H �V�X�E�V�W�U�D�W�H �D�O�R�Q�J �W�K�H �D�Q�J�O�H �R�I �L�Q�F�O�L�Q�D�W�L�R�Q� �Z�L�W�K

�U�H�V�S�H�F�W �W�R �W�K�H �Q�R�U�P�D�O �R�I �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �S�O�D�Q�H��DBR �G�H�Q�R�W�H�V �W�K�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�W �R�I

�W�K�H �%�U�R�Z�Q�L�D�Q �S�D�U�W��

�7�K�H�&�(�P�R�G�H�O �R�I �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �K�D�V �E�H�H�Q �G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �6�H�F�������������� �)�R�U �W�K�H �F�D�V�H �R�I �W�Z�R

�G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �R�Q �D �V�X�U�I�D�F�H �L�Q �D �P�X�O�W�L���F�U�\�V�W�D�O�O�L�Q�H �V�\�V�W�H�P�� �W�K�H �M�X�P�S �Y�H�F�W�R�U�Vl ��

�F�R�Q�Q�H�F�W�L�Q�J �L�Q�L�W�L�D�O �D�Q�G �“�Q�D�O �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �V�L�W�H �R�I �D �M�X�P�S�� �Q�H�H�G �W�R �E�H �D�Y�H�U�D�J�H�G �L�V�R�W�U�R�S��

�L�F�D�O�O�\ �>������ �@�� �7�K�L�V �S�U�R�G�X�F�H�V �D �]�H�U�R�W�K �R�U�G�H�U �%�H�V�V�H�O �I�X�Q�F�W�L�R�QJ0�� �7�K�H �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Qf (� )

�R�I �L�Q�F�O�L�Q�D�W�L�R�Q �D�Q�J�O�H�V� �L�V �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �I�R�U �E�R�W�K �V�\�V�W�H�P�V�� �:�K�L�O�H �'���������� �L�V �F�R�P�S�O�H�W�H�O�\ �����'

�L�V�R�W�U�R�S�L�F�� �3�D�S�\�H�[ �F�R�Q�V�L�V�W�V �R�I �S�O�D�Q�H�V �Z�L�W�K �D�Q �L�Q�F�O�L�Q�D�W�L�R�Q �W�K�D�W �L�V �Q�R�U�P�D�O�O�\ �G�L�V�W�U�L�E�X�W�H�G

�D�U�R�X�Q�G� = �����r �Z�L�W�K �D �+�:�+�0 �R�I �D�E�R�X�W �����r �>������ �@�� �7�K�L�V �K�D�V �E�H�H�Q �W�D�N�H�Q �L�Q�W�R �D�F�F�R�X�Q�W

�E�\ �Q�X�P�H�U�L�F�D�O �L�Q�W�H�J�U�D�W�L�R�Q �R�I �(�T�� ������������ �,�W �K�D�V �W�R �E�H �Q�R�W�H�G �W�K�D�W �W�K�H �L�V�R�W�U�R�S�L�F �D�Y�H�U�D�J�L�Q�J

�L�V �R�Q�O�\ �D�Q �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q �W�K�D�W �R�P�L�W�V �W�K�H �I�D�F�W �W�K�D�W �W�K�H �F�R�U�U�H�F�W �L�V�R�W�U�R�S�L�F �D�Y�H�U�D�J�L�Q�J �R�I

�(�T�� ���������� �S�U�R�G�X�F�H�V �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �D �Q�R�Q���/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q�4�(�1�6�E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J�� �7�K�L�V �P�D�W�W�H�U �L�V

�G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �G�H�W�D�L�O �L�Q �6�H�F���������� �Z�K�H�U�H �W�K�H �F�R�U�U�H�F�W �D�Y�H�U�D�J�L�Q�J �L�V �D�S�S�O�L�H�G�� �Z�K�L�F�K �Q�H�F�H�V��

�V�L�W�D�W�H�V �D �U�D�W�K�H�U �L�Q�Y�R�O�Y�H�G �J�O�R�E�D�O �“�W�W�L�Q�J �R�I �W�K�H �H�Q�W�L�U�H �V�S�H�F�W�U�X�P�� �+�H�U�H�� �W�K�H �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H

������



�� �+2 �R�Q �(�[�I�R�O�L�D�W�H�G �*�U�D�S�K�L�W�H �D�Q�G �R�Q �+�L�J�K�O�\ �3�R�U�R�X�V �&�D�U�E�R�Q

�V�R�O�X�W�L�R�Q �S�U�R�G�X�F�H�V �Y�H�U�\ �J�R�R�G �U�H�V�X�O�W�V�� �D�Q�G �Z�H �Z�L�O�O �W�K�H�U�H�I�R�U�H �U�H�O�\ �R�Q �L�W�� �$�Q �H�[�H�P�S�O�D�U�\

�U�H�V�X�O�W �R�I �“�W�W�L�Q�J �(�T�� ���������� �F�D�Q �E�H �V�H�H�Q �L�Q �)�L�J���������� �,�Q �D���� �E�R�W�K �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �R�I �W�K�H �H�T�X�D��

�W�L�R�Q �K�D�Y�H �E�H�H�Q �S�O�R�W�W�H�G �V�H�S�D�U�D�W�H�O�\ �I�R�U �W�K�H �U�H�V�X�O�W �I�U�R�P ���� �.�� �7�K�H �G�R�W�W�H�G �U�H�G �O�L�Q�H �V�K�R�Z�V

�W�K�H �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �I�U�R�P �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �D�Q�G �W�K�H �G�D�V�K�H�G �U�H�G �O�L�Q�H �W�K�H �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �I�U�R�P

�%�U�R�Z�Q�L�D�Q���W�\�S�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q��

�7�K�H �V�H�F�R�Q�G �W�H�U�P �R�I �(�T�� ������������~DBRQ2�� �V�W�H�P�V �I�U�R�P �F�R�Q�W�L�Q�X�R�X�V �%�U�R�Z�Q�L�D�Q �P�R�W�L�R�Q�� �W�K�H

�R�U�L�J�L�Q �R�I �Z�K�L�F�K �L�V �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �W�Z�R�I�R�O�G�� �,�W �P�D�\ �V�W�H�P �R�Q �W�K�H �R�Q�H �K�D�Q�G �I�U�R�P �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q

�Z�L�W�K �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H�� �Z�K�L�F�K �L�V �H�[�S�U�H�V�V�H�G �E�\ �D �V�X�U�I�D�F�H �I�U�L�F�W�L�R�Q� sur�� �2�Q �W�K�H �R�W�K�H�U �K�D�Q�G�� �L�W

�P�D�\ �D�O�V�R �V�W�H�P �I�U�R�P �D �F�R�O�O�L�V�L�R�Q�D�O �I�U�L�F�W�L�R�Q� col l �� �Z�K�L�F�K �D�U�L�V�H�V �I�U�R�P �F�R�O�O�L�V�L�R�Q�V �E�H�W�Z�H�H�Q

�S�D�U�W�L�F�O�H�V�� �7�K�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�WDBR �L�V �U�H�O�D�W�H�G �W�R �W�K�H �F�R�O�O�L�V�L�R�Q�D�O �D�Q�G �V�X�U�I�D�F�H �I�U�L�F�W�L�R�Q

�Y�L�DDBR = hv2i =(� sur + � col l )�� �Z�K�H�U�Hhv2i = 2
m kBT �L�V �W�K�H �W�K�H�U�P�D�O�O�\ �D�Y�H�U�D�J�H�G �Y�H�O�R�F�L�W�\ �R�I

�W�K�H �G�L�I�I�X�V�L�Q�J �P�R�O�H�F�X�O�H�� �7�K�H �F�R�O�O�L�V�L�R�Q�D�O �I�U�L�F�W�L�R�Q �K�D�V �E�H�H�Q �R�E�V�H�U�Y�H�G �E�\ �X�V �I�R�U �G�L�I�I�X�V�L�R�Q

�R�I �E�H�Q�]�H�Q�H �P�R�O�H�F�X�O�H�V �R�Q �D �J�U�D�S�K�L�W�H �V�X�U�I�D�F�H�� �Z�K�H�U�H �Z�H �V�X�F�F�H�V�V�I�X�O�O�\ �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �W�K�H

�F�R�O�O�L�V�L�R�Q�D�O �I�U�L�F�W�L�R�Q �E�\ �D�5�+�' �P�R�G�H�O�� �7�K�L�V �S�D�U�D�P�H�W�H�U���I�U�H�H �P�R�G�H�O �W�D�N�H�V �L�Q�W�R �D�F�F�R�X�Q�W �W�K�H

�H�[�F�K�D�Q�J�H �E�H�W�Z�H�H�Q �D�Q�J�X�O�D�U �D�Q�G �U�R�W�D�W�L�R�Q�D�O �P�R�P�H�Q�W�X�P �E�H�W�Z�H�H�Q �F�R�O�O�L�G�L�Q�J �P�R�O�H�F�X�O�H�V��

�D�V �Z�H�O�O �D�V �F�R�O�O�L�V�L�R�Q �S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�L�H�V �E�D�V�H�G �R�Q �W�K�H �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�I �P�R�O�H�F�X�O�H�V �R�Q �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H

�>���� �@�� �7�K�H �F�R�O�O�L�V�L�R�Q�D�O �I�U�L�F�W�L�R�Q �L�V �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �E�\��

� col l (� , T ) =
�

� + 1

�
3
2

+
1
�

�
dgd (d+)

Auc

p
2��

s
kBT

�
, ����������

�Z�K�H�U�H� = m=2 = ���������� �J���P�R�O �L�V �W�K�H �U�H�G�X�F�H�G �P�D�V�V �R�I �W�K�H �F�R�O�O�L�G�L�Q�J �P�R�O�H�F�X�O�H�V��

d = ������ �‡ �L�V �W�K�H �F�R�O�O�L�V�L�R�Q �G�L�V�W�D�Q�F�H��gd (d+) = �������� �L�V �W�K�H �Y�D�O�X�H �R�I �W�K�H �U�D�G�L�D�O �G�L�V�W�U�L�E�X��

�W�L�R�Q �I�X�Q�F�W�L�R�Q �D�W �W�K�H �G�L�V�W�D�Q�F�H �R�I �F�R�O�O�L�V�L�R�Qd�� �L���H�� �D�W �L�W�V �“�U�V�W �P�D�[�L�P�X�P�� �:�H �H�[�W�U�D�F�W�H�G

�W�K�H�V�H �Y�D�O�X�H�V �I�U�R�P �S�D�W�K���L�Q�W�H�J�U�D�O �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q�V �I�R�U �O�L�T�X�L�G �K�\�G�U�R�J�H�Q�� �D�V �F�D�Q �E�H �V�H�H�Q

�L�Q �)�L�J�������� �>������ �@�� �7�K�H �Y�D�O�X�H �R�I �W�K�H �F�R�O�O�L�V�L�R�Q �G�L�V�W�D�Q�F�Hd �D�J�U�H�H�V �Z�H�O�O �Z�L�W�K �W�K�H �L�Q�W�H�U��

�P�R�O�H�F�X�O�D�U �G�L�V�W�D�Q�F�H �D�W �W�K�H �F�R�P�S�O�H�W�L�R�Q �R�I �D�Q �L�Q�F�R�P�P�H�Q�V�X�U�D�W�H �P�R�Q�R�O�D�\�H�Ud = �������� �‡��

�D�V �P�H�D�V�X�U�H�G �E�\ �Q�H�X�W�U�R�Q �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �>������ �@��� = 2 I=� d2 = ���������� �L�V �W�K�H �P�R�P�H�Q�W �R�I

�L�Q�H�U�W�L�D �R�I �W�K�H �P�R�O�H�F�X�O�H�� �Q�R�U�P�D�O�L�V�H�G �E�\ ��� d2�� �)�R�U �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �P�R�O�H�F�X�O�H��� �L�V �Y�H�U�\

�V�P�D�O�O �V�L�Q�F�H �W�K�H �P�D�V�V �L�V �V�L�W�X�D�W�H�G �Y�H�U�\ �F�O�R�V�H �W�R �W�K�H �F�H�Q�W�U�H �R�I �P�D�V�V �R�I �W�K�H �P�R�O�H�F�X�O�H��

�7�K�L�V �P�H�D�Q�V �W�K�D�W �W�K�H �H�[�F�K�D�Q�J�H �E�H�W�Z�H�H�Q �D�Q�J�X�O�D�U �D�Q�G �U�R�W�D�W�L�R�Q�D�O �P�R�P�H�Q�W�X�P �E�H�W�Z�H�H�Q

�F�R�O�O�L�G�L�Q�J �P�R�O�H�F�X�O�H�V �L�V �Q�H�J�O�L�J�L�E�O�H �L�Q �W�K�L�V �F�D�V�H��Auc = �������� �‡2 �L�V �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �D�U�H�D �W�K�D�W

�L�V �F�R�Y�H�U�H�G �E�\ �D �V�L�Q�J�O�H �P�R�O�H�F�X�O�H �D�W �I�X�O�O �P�R�Q�R�O�D�\�H�U �F�R�Y�H�U�D�J�H �L���H�� �W�K�H �X�Q�L�W �F�H�O�O �V�L�]�H �R�I �D

(
p

3�[
p

3)�5�����r �R�Y�H�U���V�W�U�X�F�W�X�U�H��� �L�V �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H �L�Q�0�/�� �L�W �G�H�S�H�Q�G�V �R�Q

�W�K�H �V�D�P�S�O�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �D�Q�G �K�D�V �E�H�H�Q �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �I�U�R�P �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �S�U�H�V�V�X�U�H �L�Q �W�K�H

�U�H�V�H�U�Y�R�L�U�� �W�K�H �H�[�D�F�W �Y�D�O�X�H�V �F�D�Q �E�H �I�R�X�Q�G �L�Q �7�D�E���������� kB �L�V �W�K�H �%�R�O�W�]�P�D�Q�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�W

������



������ �'�D�W�D �$�Q�D�O�\�V�L�V �D�Q�G �5�H�V�X�O�W�V

�D�Q�GT �W�K�H �V�D�P�S�O�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H��

�)�L�J�X�U�H �������� �5�D�G�L�D�O �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �I�X�Q�F�W�L�R�Qg(r ) �R�I �O�L�T�X�L�G �S�D�U�D���K�\�G�U�R�J�H�Q �Y�H�U�V�X�V �G�L�V�W�D�Q�F�H
r �� �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �E�\ �S�D�W�K �L�Q�W�H�J�U�D�O �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q�V�� �I�U�R�P �>������ �@ ���6�R�O�L�G �O�L�Q�H���� �%�O�X�H
�D�U�U�R�Z�V�� �Y�D�O�X�H�V �I�R�U �J���G�� �D�Q�G �G �R�I �W�K�H �“�U�V�W �P�D�[�L�P�X�P�� �Z�K�L�F�K �Z�H �X�V�H�G �W�R
�F�D�O�F�X�O�D�W�H �W�K�H �F�R�O�O�L�V�L�R�Q�D�O �I�U�L�F�W�L�R�Q�� �7�K�H �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H �L�V �R�I �Q�R �L�P�S�R�U�W�D�Q�F�H �I�R�U
�W�K�L�V �Z�R�U�N��

T �>�.�@ l �>�‡�@ � �>�S�V! 1�@ DJD �>�P2���V�@DBR �>�P2���V�@� col l �>�S�V! 1�@ � sur �>�S�V! 1�@
� ���� ! 8 � ���� ! 8

���J���� �J �J �J �J �J �J
���� ������ � ������ �������� � �������� ������ � ������ �������� � �������� �������� ���� � ��
���� ������ � ������ �������� � �������� ������ � ������ �������� � �������� �������� �������� � ������
���� �������� � �������� �������� � �������� ������ � ������ �������� � �������� �������� 14.3� 0.2
���� �������� � �������� �������� � �������� ������ � ������ �������� � �������� �������� �������� � ������

�7�D�E�O�H �������� �3�D�S�\�H�[ �V�X�E�V�W�U�D�W�H�� �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V �H�[�W�U�D�F�W�H�G �I�U�R�P �“�W�W�L�Q�J �H�T�X�D�W�L�R�Q
���������� �W�R �W�K�H �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �G�D�W�D��T �� �V�X�U�I�D�F�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H��l �� �M�X�P�S �G�L�V�W�D�Q�F�H��
� �� �M�X�P�S �U�D�W�H��DJD �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�W �R�I �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q��DBR �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q��
�V�W�D�Q�W �R�I �%�U�R�Z�Q�L�D�Q���W�\�S�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q��� col l �� �F�R�O�O�L�V�L�R�Q�D�O �I�U�L�F�W�L�R�Q �I�U�R�P �W�K�H�5�+�'
�P�R�G�H�O��� sur�� �V�X�U�I�D�F�H �I�U�L�F�W�L�R�Q�� �,�Q �W�K�H �U�D�Q�J�H �I�U�R�P �� �J ���� �.�� �V�W�D�W�L�V�W�L�F�D�O �H�U�U�R�U �R�I
�W�K�H �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �G�D�W�D �Z�D�V �W�R�R �O�D�U�J�H �D�Q�G �W�K�H �G�D�W�D �K�D�Y�H �E�H�H�Q �R�P�L�W�W�H�G��

�7�K�H �U�H�V�X�O�W�V �I�U�R�P �W�K�H �5�+�' �P�R�G�H�O �D�U�H �F�R�P�S�D�U�H�G �W�R �W�K�H �“�W�W�H�G �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V �L�Q �7�D�E��������

�I�R�U �'���������� �D�Q�G �L�Q �7�D�E�������� �I�R�U �3�D�S�\�H�[�� �7�K�H �R�E�W�D�L�Q�H�G �M�X�P�S �O�H�Q�J�W�Kl �L�V �L�Q �W�K�H �R�U��

�G�H�U �R�I �� �‡ �I�R�U �W�K�H �'���������� �V�X�E�V�W�U�D�W�H�� �L�Q �J�R�R�G �D�J�U�H�H�P�H�Q�W �Z�L�W�K �U�H�V�X�O�W�V �I�U�R�P �R�W�K�H�U �V�\�V��

�W�H�P�V�� �V�X�F�K �D�V �R�Q �F�D�U�E�R�Q���D�H�U�R�J�H�O ���&�K�D�S���� ���� �R�U �R�W�K�H�U �S�R�U�R�X�V �F�D�U�E�R�Q �P�D�W�H�U�L�D�O�V �>������ �@��

�)�R�U �W�K�H �3�D�S�\�H�[ �V�X�E�V�W�U�D�W�H�� �W�K�H �G�L�V�W�D�Q�F�H �L�V �U�D�W�K�H�U �R�I �W�K�H �R�U�G�H�U �R�I ������ �‡ �D�W �P�R�V�W �W�H�P��

�S�H�U�D�W�X�U�H�V�� �7�K�L�V �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �W�K�H �L�Q�W�H�U���P�R�O�H�F�X�O�D�U �G�L�V�W�D�Q�F�H �Z�L�W�K�L�Q �W�K�H �F�R�P�P�H�Q��

�V�X�U�D�W�H �V�W�U�X�F�W�X�U�Ha� �������� �‡�� �E�X�W �D�V�V�X�P�L�Q�J �U�H�S�X�O�V�L�Y�H �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q�� �W�K�H �G�L�V�W�D�Q�F�H �V�K�R�X�O�G

�V�F�D�O�H �L�Q�Y�H�U�V�H�O�\ �Z�L�W�K �W�K�H �U�R�R�W �R�I �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �F�R�Y�H�U�D�J�H�� �L���H�� �D�W ������ �0�/��a � �������� �‡�� �7�K�H

�F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �G�L�V�W�D�Q�F�H �P�L�J�K�W �E�H �V�O�L�J�K�W�O�\ �L�Q�t�X�H�Q�F�H�G �E�\ �W�K�H �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H �L�V�R�W�U�R�S�L�F �D�Y��

������



�� �+2 �R�Q �(�[�I�R�O�L�D�W�H�G �*�U�D�S�K�L�W�H �D�Q�G �R�Q �+�L�J�K�O�\ �3�R�U�R�X�V �&�D�U�E�R�Q

T �>�.�@ l �>�‡�@ � �>�S�V! 1�@ DJD �>�P2���V�@DBR �>�P2���V�@� col l �>�S�V! 1�@ � sur �>�S�V! 1�@
� ���� ! 8 � ���� ! 8

���J���� �J �J �J �J �J �J
���� ������ � ������ �������� � �������� �� � �� �������� � �������� �������� ���� � ��
���� ������ � ������ �������� � �������� ���� � �� �������� � �������� �������� ���� � ��
���� ������ � ������ �������� � �������� ���� � �� �������� � �������� �������� �������� � ������
���� ������ � ������ �������� � �������� �������� � ������ �������� � �������� �������� �������� � ������
���� ������ � ������ �������� � �������� �������� � ������ �������� � �������� �������� �������� � ������
���� ������ � ������ �������� � �������� �������� � ������ �������� � �������� �������� �������� � ������

�7�D�E�O�H �������� �'���������� �V�X�E�V�W�U�D�W�H�� �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V �H�[�W�U�D�F�W�H�G �I�U�R�P �“�W�W�L�Q�J �H�T�X�D�W�L�R�Q
���������� �W�R �W�K�H �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �G�D�W�D��T �� �V�X�U�I�D�F�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H��l �� �M�X�P�S �G�L�V�W�D�Q�F�H��
� �� �M�X�P�S �U�D�W�H��DJD �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�W �R�I �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q��DBR �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q��
�V�W�D�Q�W �R�I �%�U�R�Z�Q�L�D�Q���W�\�S�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q��� col l �� �F�R�O�O�L�V�L�R�Q�D�O �I�U�L�F�W�L�R�Q �I�U�R�P�5�+�' �P�R�G�H�O��
�,�Q �W�K�H �U�D�Q�J�H �I�U�R�P �� �J ���� �.�� �V�W�D�W�L�V�W�L�F�D�O �H�U�U�R�U �R�I �W�K�H �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �G�D�W�D �Z�D�V �W�R�R
�O�D�U�J�H �D�Q�G �W�K�H �G�D�W�D �K�D�Y�H �E�H�H�Q �R�P�L�W�W�H�G��

�H�U�D�J�L�Q�J �R�I! (Q)�� �E�X�W �I�X�U�W�K�H�U �D�Q�D�O�\�V�L�V �Z�R�X�O�G �E�H �Q�H�F�H�V�V�D�U�\ �W�R �L�Q�Y�H�V�W�L�J�D�W�H �W�K�L�V �L�V�V�X�H��

�)�U�R�P �W�K�H �M�X�P�S �U�D�W�H� JD �� �D �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�WDJD �K�D�V �E�H�H�Q �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �E�\ �W�K�H �U�H�O�D��

�W�L�R�QDJD = � LD
l 2

4 �I�R�U �H�D�F�K �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W �>������ �@�� �)�R�U �E�R�W�K �V�X�E�V�W�U�D�W�H�V�� �W�K�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q

�F�R�Q�V�W�D�Q�W�V �D�U�H �V�K�R�Z�Q �L�Q �D�Q �$�U�U�K�H�Q�L�X�V �S�O�R�W �L�Q �)�L�J���������� �$�E�R�Y�H �D�E�R�X�W ���� �.��DJD �H�[��

�K�L�E�L�W�V �D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �E�H�K�D�Y�L�R�X�U ���E�O�X�H �G�R�W�V �D�Q�G �O�L�Q�H�V����DBR �I�R�O�O�R�Z�V �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�O�\ �D
p

T ���G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H�� �W�K�H �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �G�D�W�D �D�U�H �V�K�R�Z�Q �D�V �U�H�G �G�R�W�V�� �%�\ �P�D�W�F�K�L�Q�J �W�K�H

�W�K�H�R�U�H�W�L�F�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�WDBR = 2kB T
m =(� sur + � col l ) �W�R �W�K�H �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �U�H�V�X�O�W�V��

�Z�H �R�E�W�D�L�Q �D �Y�D�O�X�H �I�R�U� sur�� �)�R�U �W�K�H �'���������� �V�X�E�V�W�U�D�W�H��� sur �V�H�H�P�V �Q�R�W �W�R �F�K�D�Q�J�H �Z�L�W�K

�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �D�Q�G �Z�H �W�K�X�V �D�V�V�X�P�H �D �F�R�Q�V�W�D�Q�W �D�Y�H�U�D�J�H�G �Y�D�O�X�H� sur = ����������� �������� �S�V! 1��

�)�R�U �W�K�H �3�D�S�\�H�[ �V�X�E�V�W�U�D�W�H�� �D �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �V�H�H�P�V �W�R �H�[�L�V�W�� �Z�L�W�K �D�Q �L�Q��

�F�U�H�D�V�L�Q�J �V�X�U�I�D�F�H �I�U�L�F�W�L�R�Q �I�R�U �O�R�Z�H�U �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V�� �8�S �W�R �W�K�L�V �S�R�L�Q�W�� �Z�H �K�D�Y�H �Q�R�W �X�Q��

�G�H�U�V�W�R�R�G �W�K�H �U�H�D�V�R�Q �I�R�U �W�K�L�V �F�K�D�Q�J�H �L�Q �V�X�U�I�D�F�H �I�U�L�F�W�L�R�Q �L�Q �G�H�W�D�L�O�� �$�Y�H�U�D�J�L�Q�J �R�Y�H�U �D�O�O

�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V �J�L�Y�H�V� sur = ����������� �������� �S�V! 1�� �Z�K�L�F�K �L�V �F�O�R�V�H �W�R �W�K�H �“�Q�G�L�Q�J�V �R�Q �'��������

���� �7�K�H �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �V�X�U�I�D�F�H �I�U�L�F�W�L�R�Q �L�V �L�P�P�H�Q�V�H �L�Q �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �W�R �H���J�� �Y�D�O�X�H�V �E�H�O�R�Z

�� �S�V! 1 �I�R�U �W�K�H �F�D�V�H �R�I �E�H�Q�]�H�Q�H �R�Q �J�U�D�S�K�L�W�H �D�Q�G �J�U�D�S�K�H�Q�H �>���� �@�� �7�K�H �V�O�R�S�H �R�IDJD

�L�Q �W�K�H �$�U�U�K�H�Q�L�X�V �S�O�R�W �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J�������� �S�U�R�G�X�F�H�V �I�R�U �W�K�H �3�D�S�\�H�[ �V�X�E�V�W�U�D�W�H �D�Q �D�F�W�L��

�Y�D�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�\ �R�I �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�QEa = ����������� �������� �P�H�9 �D�Q�G �D �S�U�H���H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �I�D�F�W�R�U

D0,JD = ��������� ��������� ���� ! 7 �P2���V�� �)�R�U �W�K�H �'���������� �V�X�E�V�W�U�D�W�H �Z�H �“�Q�GEa = ��������� �������� �P�H�9

�D�Q�GD0,JD = ��������� ��������� ���� ! 7 �P2���V�� �,�Q �)�L�J���������� �Z�H �F�R�P�S�D�U�HDJD �W�R �U�H�V�X�O�W�V �I�U�R�P �V�W�X�G��

�L�H�V �R�Q �V�L�P�L�O�D�U �F�D�U�E�R�Q �V�\�V�W�H�P�V�� �2�X�U �“�Q�G�L�Q�J �I�R�U �W�K�H �3�D�S�\�H�[ �V�X�E�V�W�U�D�W�H �D�U�H �Y�H�U�\ �F�O�R�V�H

�W�R �Z�K�D�W �K�D�V �E�H�H�Q �I�R�X�Q�G �E�H�I�R�U�H �R�Q �W�K�H �V�D�P�H �V�X�E�V�W�U�D�W�H �D�W �O�R�Z�H�U �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V �>������ �@��

�R�Q �D �K�L�J�K�O�\ �S�R�U�R�X�V �F�R�P�P�H�U�F�L�D�O �F�D�U�E�R�Q �E�O�D�F�N �;�&������ �>������ �������� �@�� �D�Q�G �R�Q �V�L�Q�J�O�H �Z�D�O�O�H�G

�Q�D�Q�R�W�X�E�H�V �>������ �@�� �,�W �L�V �Y�H�U�\ �V�X�U�S�U�L�V�L�Q�J �W�K�D�W �'���������� �H�[�K�L�E�L�W�V �D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�\ �W�K�D�W

������



������ �'�D�W�D �$�Q�D�O�\�V�L�V �D�Q�G �5�H�V�X�O�W�V

�D��
10

-10

10
-9

10
-8

10
-7

D
iff

us
io

n 
co

ns
ta

nt
 D

 [m
2
/s

]

200x10
-3150100500

Inverse Temperature 1/T [K
-1

] �E��

10
-10

10
-9

10
-8

10
-7

D
iff

us
io

n 
co

ns
ta

nt
 D

 [m
2
s-1

]

200x10
-3150100500

Inverse Temperature 1/T [K
-1

]

�)�L�J�X�U�H �������� �$�U�U�K�H�Q�L�X�V �S�O�R�W�V �R�I �W�K�H �O�R�J�D�U�L�W�K�P �R�I �W�K�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�WD �Y�H�U�V�X�V �L�Q��
�Y�H�U�V�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �%�O�X�H �G�R�W�V�� �(�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�W��
�E�O�X�H �O�L�Q�H�� �/�L�Q�H�D�U �)�L�W �W�R �K�L�J�K �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �G�D�W�D�� �R�U�D�Q�J�H �G�R�W�V�� �(�[�S�H�U�L�P�H�Q��
�W�D�O �%�U�R�Z�Q�L�D�Q���W�\�S�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�W�� �R�U�D�Q�J�H �O�L�Q�H�� �7�K�H�R�U�H�W�L�F�D�O �%�U�R�Z�Q�L�D�Q��
�W�\�S�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �R�I �F�R�P�E�L�Q�H�G �V�X�U�I�D�F�H �D�Q�G �F�R�O�O�L�V�L�R�Q�D�O �I�U�L�F�W�L�R�Q�� �D�� �5�H�V�X�O�W�V �I�R�U
�3�D�S�\�H�[ �V�X�E�V�W�U�D�W�H�� �E�� �5�H�V�X�O�W�V �I�R�U �'���������� �V�X�E�V�W�U�D�W�H��

�L�V �V�L�J�Q�L�“�F�D�Q�W�O�\ �O�R�Z�H�U �W�K�D�Q �Z�K�D�W �K�D�V �E�H�H�Q �I�R�X�Q�G �R�Q �D�O�O �F�D�U�E�R�Q �P�D�W�H�U�L�D�O�V �W�K�D�W �Z�H �D�U�H

�D�Z�D�U�H �R�I�� �,�W �L�V �E�\ �D�O�P�R�V�W �D �I�D�F�W�R�U �� �O�R�Z�H�U �W�K�D�Q �W�K�H �D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�\ �R�Q �3�D�S�\�H�[�� �D�Q�G

�H�Y�H�Q �O�R�Z�H�U �W�K�D�Q �L�Q �O�L�T�X�L�G �K�\�G�U�R�J�H�Q ��������� �������� �P�H�9 �>������ �@�� �7�K�H �U�H�V�X�O�W�V �D�U�H�� �K�R�Z�H�Y�H�U��

�F�R�U�U�R�E�R�U�D�W�H�G �E�\ �W�K�H �I�D�F�W �W�K�D�W �W�K�H �V�D�P�H �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �D�Q�G �D�Q�D�O�\�W�L�F�D�O �S�U�R�F�H�G�X�U�H �K�D�V

�E�H�H�Q �D�S�S�O�L�H�G �W�R �E�R�W�K �V�\�V�W�H�P�V �D�Q�G �E�\ �W�K�H �I�D�F�W �W�K�D�W �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �I�R�U �3�D�S�\�H�[ �D�U�H �L�Q �O�L�Q�H

�Z�L�W�K �S�U�L�R�U �V�W�X�G�L�H�V �E�\ �%�L�H�Q�I�D�L�W �H�W �D�O�� �>������ �@�� �)�X�U�W�K�H�U�P�R�U�H�� �W�K�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�W �R�I �'��

�������� �V�H�H�P�V �W�R �O�H�Y�H�O �R�I�I �D�W �O�R�Z �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V�� �7�K�L�V �P�L�J�K�W �E�H �D �V�L�J�Q �R�I �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �Y�L�D

�T�X�D�Q�W�X�P���W�X�Q�Q�H�O�L�Q�J�� �E�X�W �D �E�H�W�W�H�U �J�H�Q�H�U�D�O �X�Q�G�H�U�V�W�D�Q�G�L�Q�J �R�I �W�K�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �G�L�I�I�X�V�L�R�Q

�S�U�R�F�H�V�V�H�V �D�Q�G �I�X�U�W�K�H�U �L�Q�Y�H�V�W�L�J�D�W�L�R�Q�V �D�U�H �Q�H�F�H�V�V�D�U�\�� �W�R �W�H�V�W �W�K�L�V �U�D�W�K�H�U �X�Q�O�L�N�H�O�\ �K�\��

�S�R�W�K�H�V�L�V��

�7�K�H �I�D�F�W �W�K�D�W �R�Q�O�\ �R�Q�H �V�L�Q�J�O�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �K�D�V �E�H�H�Q �R�E�V�H�U�Y�H�G �Z�K�L�F�K �H�[��

�K�L�E�L�W�V �D �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �W�K�D�W �L�V �W�K�H �V�X�P �R�I �W�K�H�V�H �W�Z�R �S�U�R�F�H�V�V�H�V�� �L�V �Y�H�U�\ �L�Q�W�U�L�J�X�L�Q�J�� �,�W �L�Q�G�L��

�F�D�W�H�V �W�K�D�W �E�R�W�K �S�U�R�F�H�V�V�H�V �R�F�F�X�U �W�R �W�K�H �V�D�P�H �P�R�O�H�F�X�O�H�� �E�X�W �L�Q �D �X�Q�F�R�U�U�H�O�D�W�H�G �P�D�Q�Q�H�U��

�,�I �P�R�O�H�F�X�O�H�V �Z�R�X�O�G �H�[�K�L�E�L�W �H�L�W�K�H�U �R�Q�H �S�U�R�F�H�V�V�� �R�U �W�K�H �R�W�K�H�U�� �G�H�S�H�Q�G�L�Q�J�� �H���J�� �R�Q �W�K�H

�O�R�F�D�O �V�W�U�X�F�W�X�U�H �D�Q�G �K�\�G�U�R�J�H�Q �G�H�Q�V�L�W�\�� �W�K�H�Q �D �V�X�P �R�I �W�K�H �W�Z�R �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �F�R�Q�W�U�L�E�X��

�W�L�R�Q�V �Z�R�X�O�G �E�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �L�QS(Q, ! )�� �7�K�H �I�D�F�W �W�K�D�W �W�K�H �V�X�P �L�V �I�R�X�Q�G �L�Q �W�K�H �Z�L�G�W�K �R�I

�W�K�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J�� �V�X�J�J�H�V�W�V �W�K�D�WS(Q, ! ) �F�R�Q�W�D�L�Q�V �W�K�H �F�R�Q�Y�R�O�X�W�L�R�Q �R�I �W�Z�R

�/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �I�X�Q�F�W�L�R�Q�V�� �Z�K�L�F�K �P�H�D�Q�V �W�K�D�W �L�W�V �)�R�X�U�L�H�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P�H�G �L�Q �W�L�P�H �D�Q�G �V�S�D�F�H��

�W�K�H �9�D�Q �+�R�R�Y�H �F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q �I�X�Q�F�W�L�R�QG(R, t )�� �L�V �F�R�Q�V�W�L�W�X�W�H�G �R�I �W�K�H �S�U�R�G�X�F�W �R�I �W�Z�R �H�[��

�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�H�F�D�\�V�� �D�V �L�W �G�R�H�V �D�U�L�V�H �I�R�U �W�Z�R �X�Q�F�R�U�U�H�O�D�W�H�G �S�U�R�F�H�V�V�H�V�� �H�[�K�L�E�L�W�H�G �E�\�W�K�H

�V�D�P�H�P�R�O�H�F�X�O�H�� �7�K�L�V �V�X�J�J�H�V�W�V �W�K�D�W�� �L�Q �W�K�H �D�F�F�H�V�V�L�E�O�H �W�L�P�H �U�D�Q�J�H �R�I �D�E�R�X�W ���� �S�V�� �W�K�D�W

������
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 XC72
 PTMC

 CMS
 

D-96-7
Papyex

 Liquid H 2

 
 (Papyex)

 SWNT
 SWNH

 UMC
 PFAC

�)�L�J�X�U�H �������� �&�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �R�I �W�K�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�W�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �K�H�U�H �Z�L�W�K �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V
�I�U�R�P �H�D�U�O�L�H�U �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �R�Q �O�L�T�X�L�G �K�\�G�U�R�J�H�Q �>������ �@ �D�Q�G �R�Q �D �Y�D�U�L�H�W�\
�R�I �F�D�U�E�R�Q �V�\�V�W�H�P�V�� �3�D�S�\�H�[ �>������ �@ ���L�Q �E�U�D�F�N�H�W�V �I�R�U �G�L�V�W�L�Q�F�W�L�R�Q���� �V�L�Q�J�O�H��
�Z�D�O�O�H�G �Q�D�Q�R�W�X�E�H�V ���6�:�1�7�� �>������ �@�� �V�L�Q�J�O�H���Z�D�O�O�H�G �Q�D�Q�R�K�R�U�Q�V ���6�:�1�+�� �>������ �@��
�F�R�P�P�H�U�F�L�D�O �X�O�W�U�D���P�L�F�U�R�S�R�U�R�X�V �F�D�U�E�R�Q ���8�0�&�� �>������ �@�� �S�R�O�\�I�X�U�I�X�U�\�O �D�O�F�R�K�R�O��
�G�H�U�L�Y�H�G �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �F�D�U�E�R�Q ���3�)�$�&�� �>������ �@�� �F�D�U�E�R�Q �E�O�D�F�N �;�&������ ���;�&������ �>������ ��
������ �@�� �3�W���F�R�Q�W�D�L�Q�L�Q�J �P�L�F�U�R�S�R�U�R�X�V �F�D�U�E�R�Q ���3�7�0�&�� �>������ �@�� �F�D�U�E�R�Q �P�R�O�H�F�X��
�O�D�U �V�L�H�Y�H ���&�0�6�� �>������ �@�� �7�K�H �U�H�V�X�O�W�V �I�U�R�P �W�K�L�V �Z�R�U�N �D�U�H �G�H�S�L�F�W�H�G �E�\ �E�O�D�F�N
���'������������ �D�Q�G �\�H�O�O�R�Z ���3�D�S�\�H�[�� �G�R�W�V��

�L�V �J�L�Y�H�Q �E�\ �W�K�H �L�Q�V�W�U�X�P�H�Q�W�D�O �U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q�� �D �P�R�O�H�F�X�O�H �Z�R�X�O�G �X�Q�G�H�U�J�R �E�R�W�K �G�L�I�I�X�V�L�R�Q

�S�U�R�F�H�V�V�H�V�� �L�Q �F�R�Q�W�U�D�V�W �W�R �W�K�H �S�L�F�W�X�U�H �W�K�D�W�� �G�H�S�H�Q�G�L�Q�J �R�Q �W�K�H �O�R�F�D�O �H�Q�Y�L�U�R�Q�P�H�Q�W�� �L�W

�H�[�K�L�E�L�W�V �R�Q�O�\ �R�Q�H �R�I �W�K�H �W�Z�R �S�U�R�F�H�V�V�H�V��

�3�X�9 �*�Q�M�+�H�m�b�B�Q�M�b

�,�Q �W�K�L�V �F�K�D�S�W�H�U�� �Z�H �K�D�Y�H �S�U�H�V�H�Q�W�H�G �Q�H�X�W�U�R�Q�7�2�)�V�W�X�G�L�H�V �R�I �P�R�O�H�F�X�O�D�U �K�\�G�U�R�J�H�Q �G�L�I��

�I�X�V�L�R�Q �L�Q �D �Q�R�Y�H�O �K�L�J�K�O�\ �S�R�U�R�X�V �F�D�U�E�R�Q �'���������� �D�Q�G �R�Q �H�[�I�R�O�L�D�W�H�G �J�U�D�S�K�L�W�H �3�D�S�\�H�[��

�6�W�U�X�F�W�X�U�D�O �V�W�X�G�L�H�V �E�\�6�$�1�6�D�Q�G �Q�H�X�W�U�R�Q �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �V�K�R�Z �W�K�D�W �E�R�W�K �P�D�W�H�U�L�D�O�V �H�[�K�L�E�L�W

�D �V�P�D�O�O �D�Q�J�O�H �U�H�V�S�R�Q�V�H �W�K�D�W �R�E�H�\�V �D �S�R�Z�H�U���O�D�Z �E�H�K�D�Y�L�R�X�U �R�Y�H�U �D �O�D�U�J�H �U�D�Q�J�H�� �$�W

�K�L�J�K�H�U �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U�V�� �Q�R �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �Z�D�V �R�E�V�H�U�Y�H�G �I�R�U �'������������ �D�Q�G �R�Q�O�\ �W�K�H

���������� �J�U�D�S�K�L�W�H �%�U�D�J�J �S�H�D�N �D�W ������ �‡! 1 �I�R�U �3�D�S�\�H�[�� �7�K�H �V�F�D�W�W�H�U�H�G �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\ �R�I �D�G�V�R�U�E�H�G

�K�\�G�U�R�J�H�Q �L�V �P�X�F�K �Z�H�D�N�H�U �W�K�D�Q �W�K�H �F�D�U�E�R�Q �V�X�E�V�W�U�D�W�H �D�Q�G �U�L�V�H�V �Z�L�W�K �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �G�X�H

�W�R �F�R�Q�Y�H�U�V�L�R�Q �R�I �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �V�S�L�Q �V�W�D�W�H�V��

�7�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �V�S�H�F�W�U�R�V�F�R�S�\ �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �H�[�K�L�E�L�W �D �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q�4�(�1�6 �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J

������



������ �&�R�Q�F�O�X�V�L�R�Q�V

�W�K�D�W �U�H�Y�H�D�O�V �W�Z�R �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �S�U�R�F�H�V�V�H�V�� ���� �$�Q �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �P�H�F�K�D�Q�L�V�P

�Z�L�W�K �M�X�P�S �O�H�Q�J�W�K�V �W�K�D�W �D�U�H �R�I �W�K�H �R�U�G�H�U �R�I �� �J �� �‡ �K�D�V �E�H�H�Q �G�L�V�F�R�Y�H�U�H�G�� �Z�L�W�K �D�Q
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�)�L�J�X�U�H �������� �1�L�W�U�R�J�H�Q �D�� �F�D�U�E�R�Q �G�L�R�[�L�G�H ���J�U�H�H�Q �V�T�X�D�U�H�V�� �D�Q�G �K�\�G�U�R�J�H�Q ���U�H�G �F�L�U�F�O�H�V��
�E�� �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q���G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �L�V�R�W�K�H�U�P�V �R�I �W�K�H �F�D�U�E�R�Q �D�H�U�R�J�H�O��

�N�X�j�X�k �L�2�m�i�`�Q�M ���M�/ �s�@�`���v �a�+���i�i�2�`�B�M�; �@ �a�i�`�m�+�i�m�`���H �A�M�7�Q�`�K���i�B�Q�M

�)�L�J�������� �G�L�V�S�O�D�\�V �V�W�U�X�F�W�X�U�D�O �G�D�W�D �R�I �W�K�H�&�* �W�K�D�W �Z�H�U�H �R�E�W�D�L�Q�H�G �I�U�R�P �Q�H�X�W�U�R�Q�7�2�)�D�Q�G

�1�6�(�V�S�H�F�W�U�R�V�F�R�S�\ �D�V �Z�H�O�O �D�V �I�U�R�P �;���U�D�\ �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �7�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �G�D�W�D �I�R�U �W�K�H �F�O�H�D�Q

�&�* �D�U�H �F�R�P�S�D�U�H�G �W�R �W�K�H �G�D�W�D �I�U�R�P �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �O�R�D�G�H�G �V�D�P�S�O�H �D�W �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �W�H�P��

�S�H�U�D�W�X�U�H�V�� �1�H�X�W�U�R�Q �D�Q�G �;���U�D�\ �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �V�K�R�Z �E�R�W�K �D �V�W�U�R�Q�J �V�P�D�O�O �D�Q�J�O�H �V�L�J�Q�D�O �R�I

�W�K�H�&�*�� �D �I�H�D�W�X�U�H �W�K�D�W �L�V �F�R�P�P�R�Q�O�\ �I�R�X�Q�G �I�R�U �P�D�W�H�U�L�D�O�V �Z�L�W�K �D �K�L�H�U�D�U�F�K�L�F�D�O �V�W�U�X�F�W�X�U�H��

�7�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �G�D�W�D �G�R �Q�R�W �U�H�D�F�K �D �V�X�I�“�F�L�H�Q�W�O�\ �V�P�D�O�O �D�Q�J�O�H �W�R �D�O�O�R�Z �I�R�U �D�Q �L�Q���G�H�S�W�K

�D�Q�D�O�\�V�L�V�� �7�K�H �V�X�U�I�D�F�H �D�U�H�D �G�H�U�L�Y�H�G �I�U�R�P �V�P�D�O�O �D�Q�J�O�H �;���U�D�\ �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J ���6�$�;�6�� �U�H�V�X�O�W�V

���������� �P2���J�� �D�O�V�R �F�R�Q�“�U�P�V �W�K�H �S�U�H�V�H�Q�F�H �R�I �X�O�W�U�D���P�L�F�U�R�S�R�U�H�V�� �D�V �Z�D�V �U�H�Y�H�D�O�H�G �E�\ �W�K�H

�D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �7�K�H �U�D�G�L�X�V �R�I �W�K�H �V�S�K�H�U�L�F�D�O �H�O�H�P�H�Q�W�D�U�\ �E�H�D�G�V �X�Q�L�W�V �Z�D�V

�I�R�X�Q�G �W�R �E�H ���� �‡�� �V�L�P�L�O�D�U �W�R �H�D�U�O�L�H�U �“�Q�G�L�Q�J�V �>������ �@�� �1�R �J�U�D�S�K�L�W�H �%�U�D�J�J �S�H�D�N �L�V �I�R�X�Q�G

�L�Q �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �D�Q�G �;���U�D�\ �G�D�W�D �Z�L�W�K�L�Q �W�K�HQ���U�D�Q�J�H �R�I �W�K�H �S�U�H�V�H�Q�W �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�V�� �7�K�L�V �L�Q��

�G�L�F�D�W�H�V �D�Q �D�E�V�H�Q�F�H �R�I �O�R�Q�J���U�D�Q�J�H �R�U�G�H�U �L�Q �W�K�H �F�D�U�E�R�Q �Q�H�W�Z�R�U�N�� �D�O�W�K�R�X�J�K �L�W �G�R�H�V �Q�R�W

�H�[�F�O�X�G�H �J�U�D�S�K�L�W�L�F �V�K�R�U�W �U�D�Q�J�H �R�U�G�H�U �D�V �V�H�H�Q �L�Q �W�K�H �H�O�H�F�W�U�R�Q �P�L�F�U�R�V�F�R�S�H �L�P�D�J�H�V��

�7�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �V�L�J�Q�D�O �I�U�R�P �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �“�O�O�H�G �V�D�P�S�O�H �L�V �K�L�J�K�H�U �W�K�D�Q �W�K�H �V�L�J�Q�D�O �I�U�R�P

�W�K�H �H�P�S�W�\ �V�D�P�S�O�H�� �D�V �H�[�S�H�F�W�H�G�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �U�D�L�V�L�Q�J �W�K�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �W�R ���� �. �O�H�D�G�V �W�R �D

�O�R�V�V �R�I �V�F�D�W�W�H�U�H�G �V�L�J�Q�D�O�� �7�K�L�V �O�R�V�V �F�D�Q �E�H �D�W�W�U�L�E�X�W�H�G �W�R �W�K�H �J�U�D�G�X�D�O �G�H�V�R�U�S�W�L�R�Q �R�I �W�K�H

�D�G�V�R�U�E�H�G �K�\�G�U�R�J�H�Q�� �Z�K�L�F�K �L�V �D�O�V�R �L�Q�G�L�F�D�W�H�G �E�\ �D �U�L�V�H �R�I �S�U�H�V�V�X�U�H �L�Q �W�K�H �H�[�S�D�Q�V�L�R�Q

�Y�R�O�X�P�H �O�L�Q�N�H�G �W�R �W�K�H �V�D�P�S�O�H ���7�D�E������������

�$�WQ > ������ �‡! 1 �W�K�H �;���U�D�\ �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �V�L�J�Q�D�O �G�H�F�D�\�V �E�\ �V�H�Y�H�U�D�O �R�U�G�H�U�V �R�I �P�D�J�Q�L�W�X�G�H��

������
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�)�L�J�X�U�H �������� �D�� �&�X�P�X�O�D�W�L�Y�H �S�R�U�H �V�L�]�H �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q ���W�U�L�D�Q�J�O�H�V�� �D�Q�G �V�X�U�I�D�F�H �D�U�H�D ���V�T�X�D�U�H�V��
�D�Q�G �E�� �L�Q�F�U�H�P�H�Q�W�D�O �S�R�U�H �V�L�]�H �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �F�D�U�E�R�Q �D�H�U�R�J�H�O �R�E�W�D�L�Q�H�G
�I�U�R�P �W�K�H ���� �. �12 ���E�O�X�H �R�S�H�Q �V�\�P�E�R�O�V�� �D�Q�G �U�R�R�P �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �&�22 ���J�U�H�H�Q
�F�O�R�V�H�G �V�\�P�E�R�O�V�� �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �G�H�U�L�Y�H�G �E�\ �4�6�'�)�7 ���12�� �D�Q�G
�1�/�'�)�7 ���&�22�� �P�R�G�H�O�V�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �Z�L�W�K �V�O�L�W���F�\�O�L�Q�G�H�U �J�H�R�P�H�W�U�\�� �$�U�U�R�Z�V
�L�Q�G�L�F�D�W�H �W�K�H �S�R�U�H �Y�R�O�X�P�H��V �� �D�Q�G �V�X�U�I�D�F�H �D�U�H�D��S�� �R�I �S�R�U�H�V �Z�L�W�K �S�R�U�H �Z�L�G�W�K
w < 7�‡��

�Z�K�H�U�H�D�V �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �V�S�H�F�W�U�R�P�H�W�H�U�V �R�E�V�H�U�Y�H �D �F�R�Q�V�W�D�Q�W �V�L�J�Q�D�O �W�K�D�W �L�V �W�\�S�L�F�D�O �I�R�U �L�Q�F�R��

�K�H�U�H�Q�W �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �7�K�H �R�U�L�J�L�Q �R�I �W�K�H �F�R�Q�V�W�D�Q�W �Q�H�X�W�U�R�Q �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �V�L�J�Q�D�O �D�W �K�L�J�KQ �Z�D�V

�Y�D�O�L�G�D�W�H�G �E�\�3�$�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �R�Q �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �V�S�L�Q���H�F�K�R �V�S�H�F�W�U�R�P�H�W�H�U �,�1���� �>������ �@��

�1�H�X�W�U�R�Q�3�$�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �H�[�S�O�R�L�W �Q�H�X�W�U�R�Q �V�S�L�Q �t�L�S�V �W�R �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�W�H �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J

�S�U�R�F�H�V�V�H�V�� �F�R�K�H�U�H�Q�W �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �O�H�D�Y�H�V �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �V�S�L�Q �X�Q�F�K�D�Q�J�H�G �X�S�R�Q �V�D�P�S�O�H �L�Q��

�W�H�U�D�F�W�L�R�Q�� �Z�K�H�U�H�D�V �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �O�H�D�G�V �W�R �V�S�L�Q �t�L�S�V �W�K�D�W �U�H�V�X�O�W �L�Q �D �Q�H�W �“�Q�D�O

�E�H�D�P �S�R�O�D�U�L�V�D�W�L�R�Q �R�I ������ �D�Q�G �D �������r �W�X�U�Q �R�I �W�K�H �S�R�O�D�U�L�V�D�W�L�R�Q�� �7�K�H�3�$�G�D�W�D �I�U�R�P �D �� �0�/

�K�\�G�U�R�J�H�Q���&�* �V�D�P�S�O�H �L�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �W�K�H �O�R�Z�H�U �S�D�Q�H�O �R�I �)�L�J���������� �,�W �V�K�R�Z�V �S�U�H�G�R�P�L�Q�D�Q�W

�F�R�K�H�U�H�Q�W �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �L�Q �W�K�H �V�P�D�O�O �D�Q�J�O�H �U�H�J�L�P�H �E�X�W �U�H�Y�H�D�O�V �D�O�V�R �V�X�E�V�W�D�Q�W�L�D�O �L�Q�F�R�K�H�U��

�H�Q�W �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �L�Q �W�K�H �K�L�J�K�H�UQ���U�D�Q�J�H�� �7�K�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �L�V �P�D�L�Q�O�\ �F�D�X�V�H�G �E�\

�V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�U�R�P �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �P�R�O�H�F�X�O�H�V�� �E�H�F�D�X�V�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �K�D�V �D �O�D�U�J�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W

�V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�U�R�V�V �V�H�F�W�L�R�Q �F�R�P�S�D�U�H�G �W�R �R�W�K�H�U �H�O�H�P�H�Q�W�V �D�Q�G �L�Q �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �W�R �F�D�U�E�R�Q

�L�Q �S�D�U�W�L�F�X�O�D�U �>������ �@��

������



������ �5�H�V�X�O�W�V �D�Q�G �'�L�V�F�X�V�V�L�R�Q

lo
g

10
 In

te
gr

at
ed

 N
eu

tr
on

 In
te

ns
ity

 [a
rb

. u
n.

]

6 8
0.1

2 4 6 8
1

2 4 6 8
10

2 4

Q [•
-1

]

1

0.5

0C
oh

./I
nc

. R
at

io

4

3

2

1

0

-1

-2

log
10  X

S
 R

esponse

1.751.501.25

Coherent
Incoherent

 80 K
 50 K
 10 K
   2 K
 XS Response
 NSE Signal

�)�L�J�X�U�H �������� ���X�S�S�H�U �S�D�Q�H�O�� �(�Q�H�U�J�\���L�Q�W�H�J�U�D�W�H�G �Q�H�X�W�U�R�Q �V�S�H�F�W�U�R�V�F�R�S�\ �V�L�J�Q�D�OS(Q) �R�E��
�W�D�L�Q�H�G �D�W �2�6�,�5�,�6 �I�R�U �W�K�H�&�* �E�H�I�R�U�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �D�W ������ �. ���U�K�R�P�E�L��
�D�Q�G �I�R�U �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �O�R�D�G�H�G�&�* �D�W ���� �. ���F�U�R�V�V�H�V���� ���� �. ���W�U�L�D�Q�J�O�H�V�� �D�Q�G
���� �. ���F�L�U�F�O�H�V���� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �7�K�H �G�D�W�D �D�U�H �F�R�P�S�D�U�H�G �W�R �6�$�;�6���:�$�;�6 �P�H�D��
�V�X�U�H�P�H�Q�W�V ���G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H�� �D�Q�G �W�K�H �L�Q�W�H�J�U�D�W�H�G �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\ �R�E�W�D�L�Q�H�G �R�Q �W�K�H
�Q�H�X�W�U�R�Q �V�S�L�Q���H�F�K�R �V�S�H�F�W�U�R�P�H�W�H�U �,�1���� ���G�R�W�W�H�G �J�U�H�H�Q �O�L�Q�H�� �F�R�K�H�U�H�Q�W �V�L�J��
�Q�D�O�� �G�D�V�K���G�R�W�W�H�G �U�H�G �O�L�Q�H�� �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �V�L�J�Q�D�O���� �7�K�H �G�D�V�K���G�R�W�W�H�G �O�L�Q�H �V�K�R�Z�V
�W�K�H ���F�R�Q�V�W�D�Q�W�� �V�L�J�Q�D�O �W�K�D�W �V�W�H�P�V �I�U�R�P �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �Q�H�X�W�U�R�Q �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �7�K�H
�L�Q�V�H�W �V�K�R�Z�V �D �P�D�J�Q�L�“�F�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �2�6�,�5�,�6 �V�L�J�Q�D�O�� ���O�R�Z�H�U �S�D�Q�H�O�� �5�H�O�D��
�W�L�Y�H �L�Q�F�R�K�H�U�H�Q�W �D�Q�G �F�R�K�H�U�H�Q�W �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �W�R �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �V�S�L�Q��
�H�F�K�R �V�L�J�Q�D�O �D�V �I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�UQ��

�N�X�j�X�j �P�`�i�?�Q�@�S���`�� �*�Q�M�p�2�`�b�B�Q�M

�7�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �V�W�U�X�F�W�X�U�D�O �G�D�W�D �R�I �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �“�O�O�H�G �V�D�P�S�O�H �W�K�D�W �D�U�H �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J��������

�Z�H�U�H �F�R�O�O�H�F�W�H�G �V�H�Y�H�U�D�O �K�R�X�U�V �D�I�W�H�U �S�U�H�S�D�U�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �V�D�P�S�O�H�� �'�X�U�L�Q�J �W�K�H�V�H �P�H�D��
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�&�R�Q�W�H�V�F�X �H�W �D�O�� �S�U�R�S�R�V�H�G �W�K�D�W �W�K�H �S�H�U�F�H�Q�W�D�J�H �R�I �X�Q�F�R�Q�Y�H�U�W�H�G �R�U�W�K�R���K�\�G�U�R�J�H�Q �U�H��

�t�H�F�W�V �W�K�H �I�U�D�F�W�L�R�Q �R�I �K�\�G�U�R�J�H�Q �W�K�D�W �L�V �D�G�V�R�U�E�H�G �L�Q �S�R�U�H�V �Z�L�W�Kw < �� �‡�� �D�O�W�K�R�X�J�K �W�K�H�L�U

�V�W�X�G�\ �I�R�X�Q�G �Q�R �G�L�U�H�F�W �S�U�R�S�R�U�W�L�R�Q�D�O�L�W�\ �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H �D�P�R�X�Q�W �R�I �X�Q�F�R�Q�Y�H�U�W�H�G �R�U�W�K�R��

�K�\�G�U�R�J�H�Q �D�Q�G �W�K�H �Y�R�O�X�P�H �R�I �X�O�W�U�D�P�L�F�U�R�S�R�U�H�V�� �6�W�X�G�\�L�Q�J �W�Z�R �W�\�S�H�V �R�I �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �F�D�U��

�E�R�Q�V�� �W�K�H�\ �I�R�X�Q�G ���� �� �D�Q�G �� �� �R�I �U�H�P�D�L�Q�L�Q�J �Q�H�X�W�U�R�Q �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �V�L�J�Q�D�O�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\��

�D�Q�G �D �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �I�U�D�F�W�L�R�Q �R�I ���� �� �D�Q�G ���� �� �R�I �S�R�U�H �Y�R�O�X�P�H �L�Q �D �U�D�Q�J�H �R�Iw < �� �‡��

�,�Q �R�X�U�&�* �V�\�V�W�H�P �W�K�H �&�22 �Y�D�S�R�X�U �D�G�V�R�U�S�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W �U�H�Y�H�D�O�H�G �R�Q�O�\ �D �V�P�D�O�O

�X�O�W�U�D�P�L�F�U�R�S�R�U�H �Y�R�O�X�P�H ���)�L�J������������ �W�K�H �Y�R�O�X�P�H �R�I �S�R�U�H�V �Z�L�W�Kw < �� �‡ �L�V �������� �F�P3���J��

�H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W �W�R �� �� �R�I �W�K�H �W�R�W�D�O �S�R�U�H �Y�R�O�X�P�H ��V0.95���� �Z�K�H�U�H�D�V �Z�H �K�D�Y�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �D �P�X�F�K

�K�L�J�K�H�U �U�D�W�L�R �R�I �U�H�P�D�L�Q�L�Q�J �R�U�W�K�R���K�\�G�U�R�J�H�Q�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �L�I �Z�H �F�R�Q�V�L�G�H�U �W�K�D�W �W�K�H �D�G�V�R�U�S��

�W�L�R�Q �W�D�N�H�V �S�O�D�F�H �R�Q �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H�� �L�W �L�V �P�R�U�H �U�H�D�V�R�Q�D�E�O�H �W�R �H�P�S�O�R�\ �W�K�H �I�U�D�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H

������



�� �+2 �R�Q �&�D�U�E�R�Q �$�H�U�R�J�H�O

�D�Y�D�L�O�D�E�O�H �V�X�U�I�D�F�H �D�U�H�D �L�Q �W�K�H �X�O�W�U�D�P�L�F�U�R�S�R�U�H �U�H�J�L�P�H �U�D�W�K�H�U �W�K�D�Q �W�K�H �X�O�W�U�D�P�L�F�U�R�S�R�U�H

�Y�R�O�X�P�H�� �$�V �F�D�Q �E�H �V�H�H�Q �L�Q �)�L�J�������� �D���� �W�K�H �F�X�P�X�O�D�W�L�Y�H �V�X�U�I�D�F�H �D�U�H�D �R�I �W�K�H �S�R�U�H�V

�Z�L�W�Kw < �� �‡ �L�V �D�E�R�X�W ������ �P2���J�� �Z�K�L�F�K �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V ���� �� �R�I �W�K�H �W�R�W�D�O �D�F�F�H�V�V�L�E�O�H �V�X�U��

�I�D�F�H�� �Z�K�L�F�K �L�V �L�Q �J�R�R�G �D�J�U�H�H�P�H�Q�W �Z�L�W�K �W�K�H �R�E�V�H�U�Y�H�G �U�H�P�D�L�Q�L�Q�J �V�L�J�Q�D�O �D�W �W�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q

�V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �7�K�X�V�� �Z�H �S�U�R�S�R�V�H �W�K�D�W �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �V�X�U�I�D�F�H �D�U�H�D �L�Q �X�O�W�U�D�P�L��

�F�U�R�S�R�U�H�V �L�V �O�L�Q�N�H�G �W�R �W�K�H �K�L�Q�G�H�U�H�G �R�U�W�K�R���S�D�U�D �F�R�Q�Y�H�U�V�L�R�Q��

�N�X�j�X�9 �L�2�m�i�`�Q�M �a�T�2�+�i�`�Q�b�+�Q�T�v �@ �.�v�M���K�B�+�b

�1�R�Z �Z�H �Z�L�O�O �G�L�V�F�X�V�V �W�K�H �G�\�Q�D�P�L�F �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�X�Q�F�W�L�R�Q�V��S(Q, ! )�� �Z�K�L�F�K �Z�H�U�H �H�[�W�U�D�F�W�H�G

�I�U�R�P �W�K�H �2�6�,�5�,�6 �Q�H�X�W�U�R�Q �7�2�) �V�S�H�F�W�U�D�� �,�Q �D �“�U�V�W �W�U�H�D�W�P�H�Q�W �V�W�H�S�� �W�K�H �G�D�W�D �Z�H�U�H �Q�R�U��

�P�D�O�L�V�H�G �E�\ �D �V�W�D�Q�G�D�U�G �Y�D�Q�D�G�L�X�P �V�D�P�S�O�H �D�Q�G �W�K�H�Q �J�U�R�X�S�H�G �L�Q�W�R ��Q �J�U�R�X�S�V�� �)�L�J��������

�D�� �V�K�R�Z�VS(Q, ! ) �I�R�U �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �“�O�O�H�G�&�* �V�D�P�S�O�H �D�W ���� �.�� �$ �F�X�W �R�I �W�K�H �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J

�I�X�Q�F�W�L�R�Q �D�W �D �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U �R�IQ = ������ �‡! 1 �L�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J���������� �7�K�H �V�S�H�F�W�U�X�P

�V�K�R�Z�V �D �V�W�U�R�Q�J �H�O�D�V�W�L�F �S�H�D�N �D�U�R�X�Q�G! = 0 �P�H�9 �D�Q�G �D �Z�H�D�N�� �E�X�W �F�O�H�D�U�O�\ �G�L�V�F�H�U�Q�L�E�O�H

�T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J�� �Z�K�L�F�K �D�S�S�H�D�U�V �D�W �W�K�H �E�D�V�H �R�I �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �S�H�D�N�� �,�Q �R�X�U �G�\��

�Q�D�P�L�F �U�D�Q�J�H �Z�H �I�R�X�Q�G �Q�R �D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �L�Q�H�O�D�V�W�L�F �I�H�D�W�X�U�H�V �F�D�X�V�H�G �E�\ �Y�L�E�U�D�W�L�R�Q�V �R�U �U�R�W�R�Q�V

���V�H�H �)�L�J�������� �D������ �)�L�J�������� �E�� �G�H�P�R�Q�V�W�U�D�W�H�V�� �W�K�D�W �W�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �V�L�J�Q�D�O �L�V �F�D�X�V�H�G �E�\

�W�K�H �D�G�V�R�U�E�H�G �K�\�G�U�R�J�H�Q �D�Q�G �Q�R�W �E�\ �W�K�H �F�D�U�E�R�Q �J�H�O �V�X�E�V�W�U�D�W�H �L�W�V�H�O�I�� �V�L�Q�F�H �Q�R �V�X�E�V�W�D�Q��

�W�L�D�O �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �L�V �R�E�V�H�U�Y�H�G �Z�L�W�K�R�X�W �D�G�V�R�U�E�H�G �K�\�G�U�R�J�H�Q��

�7�K�H �G�\�Q�D�P�L�F �L�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �L�Q �W�K�H�7�2�) �V�S�H�F�W�U�D �I�R�U �D �J�L�Y�H�Q �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U �Z�D�V

�H�[�W�U�D�F�W�H�G �E�\ �“�W�W�L�Q�J �W�H�V�W �I�X�Q�F�W�L�R�Q�V �X�V�L�Q�J �D �O�H�D�V�W���V�T�X�D�U�H �D�O�J�R�U�L�W�K�P�� �)�R�U �H�D�F�K �V�S�H�F�W�U�X�P��

�W�K�H�4�(�1�6�E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �R�I �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �O�L�Q�H �U�H�V�H�P�E�O�H�G �F�O�R�V�H�O�\ �D �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �V�K�D�S�H�� �D�V �L�Q

�W�K�H �F�D�V�H �R�I �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �R�Q �D �%�U�D�Y�D�L�V �O�D�W�W�L�F�H �>���� �@�� �,�Q �W�K�L�V �F�D�V�H�� �W�K�HQ��

�G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �R�I �W�K�H�+�:�+�0 �R�I �W�K�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J��! (Q)�� �L�V �R�I �W�K�H �I�R�U�P��

! (Q) =
1

N�

NX

j =1

[1 ! exp(iQ � lj )] , ����������

�Z�K�H�U�H� �L�V �W�K�H �U�H�V�L�G�H�Q�F�H �W�L�P�H �R�I �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �P�R�O�H�F�X�O�H �E�H�W�Z�H�H�Q �W�Z�R �M�X�P�S�V �������

�L�V �W�K�H �M�X�P�S �U�D�W�H�� �D�Q�Glj �L�V �W�K�Hj ���W�K �M�X�P�S �Y�H�F�W�R�U�� �$�O�W�K�R�X�J�K �W�K�H �V�D�P�S�O�H �L�V �K�L�J�K�O�\ �G�L�V��

�R�U�G�H�U�H�G�� �W�K�H �7�(�0 �S�L�F�W�X�U�H�V ���)�L�J���������� �V�K�R�Z �W�K�D�W �D �V�K�R�U�W �U�D�Q�J�H �J�U�D�S�K�L�W�L�F �R�U�G�H�U �V�W�L�O�O

�H�[�L�V�W�V �D�Q�G �D �V�W�U�R�Q�J �V�S2 �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �F�D�Q �E�H �V�H�H�Q �L�Q �W�K�H �;�3�6 �V�S�H�F�W�U�D�� �)�R�U �W�K�L�V �U�H�D��

�V�R�Q �D�Q�G �V�L�Q�F�H �D�W �D �I�D�L�U�O�\ �K�L�J�K �G�H�Q�V�L�W�\ �R�I ������ �0�/ �D�V �L�Q �W�K�H �F�D�V�H �V�W�X�G�L�H�G �K�H�U�H�� �K�\�G�U�R�J�H�Q

�P�R�O�H�F�X�O�H�V �R�Q �D �V�X�U�I�D�F�H �Z�R�X�O�G �D�U�U�D�Q�J�H �L�Q �D �F�O�R�V�H���S�D�F�N�H�G �S�D�W�W�H�U�Q�� �D �S�O�D�Q�D�U �K�H�[�D�J�R�Q�D�O

������



������ �5�H�V�X�O�W�V �D�Q�G �'�L�V�F�X�V�V�L�R�Q

�D�� �E��

�)�L�J�X�U�H �������� �D�� ���' �F�R�O�R�X�U �P�D�S �R�I �W�K�H�7�2�) �V�S�H�F�W�U�D �R�I �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �F�R�Q�W�D�L�Q�L�Q�J �V�D�P��
�S�O�H �D�W �D �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �R�I ���� �.�� �7�K�H �V�S�H�F�W�U�D�O �Z�L�Q�G�R�Z �V�K�R�Z�V �D �V�W�U�R�Q�J �H�O�D�V�W�L�F
�S�H�D�N �Z�L�W�K �D �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �D�Q�G �D �V�L�J�Q�D�W�X�U�H �R�I �I�U�D�P�H �R�Y�H�U�O�D�S �D�W
�P�D�[�L�P�X�P �H�Q�H�U�J�\ �W�U�D�Q�V�I�H�U�� �1�R �L�Q�H�O�D�V�W�L�F �I�H�D�W�X�U�H�V �D�U�H �I�R�X�Q�G �L�Q �W�K�H �V�S�H�F�W�U�D�O
�Z�L�Q�G�R�Z�� �E�� �7�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �R�I �W�K�H �Q�R�U�P�D�O�L�V�H�G �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�X�Q�F��
�W�L�R�Q�V��S(Q, ! )�� �R�I �W�K�H �H�P�S�W�\ �F�D�U�E�R�Q �J�H�O �V�D�P�S�O�H�� �%�O�X�H �G�R�W�W�H�G �O�L�Q�H�� �F�O�H�D�Q
�V�D�P�S�O�H �D�W �� �.�� �J�U�H�H�Q �V�R�O�L�G �O�L�Q�H�� �F�O�H�D�Q �V�D�P�S�O�H �D�W ���� �.�� �R�U�D�Q�J�H �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H��
�K�\�G�U�R�J�H�Q �F�R�Q�W�D�L�Q�L�Q�J �V�D�P�S�O�H �D�W ���� �.��

�J�H�R�P�H�W�U�\ �R�IN = �� �M�X�P�S �Y�H�F�W�R�U�V �V�H�H�P�V �W�R �E�H �W�K�H �P�R�V�W �O�L�N�H�O�\ �V�W�U�X�F�W�X�U�H�� �7�K�H �V�D�P�S�O�H �L�V

�L�V�R�W�U�R�S�L�F�D�O�O�\ �R�U�L�H�Q�W�D�W�H�G�� �W�K�H�U�H�I�R�U�H �W�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�X�Q�F�W�L�R�QSQENS(Q, ! )

���4�(�1�6 �V�L�J�Q�L�“�H�V �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �Q�H�X�W�U�R�Q �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �Q�H�H�G�V �W�R �E�H �D�Y�H�U�D�J�H�G �V�S�K�H�U�L�F�D�O�O�\

�>������ �@��

SQENS(Q, ! ) =
1

4�
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�

! (Q)
! 2 + ! (Q)2 d 
 , ����������

�Z�K�H�U�Hd 
 �L�V �W�K�H �L�Q�“�Q�L�W�H�V�L�P�D�O �V�R�O�L�G �D�Q�J�O�H �L�Q �W�K�H �G�L�U�H�F�W�L�R�Q �R�IQ�� �:�H �K�D�Y�H �S�H�U�I�R�U�P�H�G

�W�K�L�V �L�Q�W�H�J�U�D�W�L�R�Q �Q�X�P�H�U�L�F�D�O�O�\ �E�\ �V�X�P�P�L�Q�J �R�Y�H�UN = ������ �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �Z�L�W�K

�L�V�R�W�U�R�S�L�F�D�O�O�\ �U�D�Q�G�R�P�L�V�H�G �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q�V�� �)�R�U �W�K�H �“�W�W�L�Q�J �Z�H �X�V�H�G �D �W�H�V�W �I�X�Q�F�W�L�R�Q�� �Z�K�L�F�K �L�V

�D �F�R�Q�Y�R�O�X�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q �I�X�Q�F�W�L�R�QR(Q, ! ) ���Z�K�L�F�K �Z�D�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �I�U�R�P �W�K�H �F�O�H�D�Q

�&�* �V�X�E�V�W�U�D�W�H �D�W ������ �.�� �Z�L�W�K �D �G�H�O�W�D �I�X�Q�F�W�L�R�Q� (! ) ���H�O�D�V�W�L�F �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J�� �D�Q�GSQENS(Q, ! )

�W�K�D�W �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V �W�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J�� �D�V �Z�H�O�O �D�V �D �F�R�Q�V�W�D�Q�W �E�D�F�N�J�U�R�X�Q�G��C��

S(Q, ! ) = [(1 + Iel � e! 1
3 Q2< u2> ) � � (! )

+ Iinel �
NX

n=1

1
N�

! (Q)n

! 2 + ! (Q)2
n

] � R(Q, ! ) + C,

����������

������



�� �+2 �R�Q �&�D�U�E�R�Q �$�H�U�R�J�H�O

�)�L�J�X�U�H �������� �$ �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�Y�H �V�O�L�F�H �R�I �W�K�H �Q�R�U�P�D�O�L�V�H�G �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�X�Q�F�W�L�R�QS(Q, ! ) �D�W �D
�P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U �R�IQ � ������ �‡! 1 �D�Q�G �D �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �R�I ���� �.�� �7�K�H �R�U��
�D�Q�J�H �V�R�O�L�G �O�L�Q�H �V�K�R�Z�V �W�K�H �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �G�D�W�D �R�I �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �F�R�Q�W�D�L�Q�L�Q�J
�V�D�P�S�O�H �D�W ���� �.�� �7�K�H �E�O�X�H �V�R�O�L�G �O�L�Q�H �V�K�R�Z�V �W�K�H �G�D�W�D �R�I �W�K�H �F�O�H�D�Q�&�* �V�D�P�S�O�H
�D�W �D �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �R�I ������ �. ���U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q �I�X�Q�F�W�L�R�Q���� �7�K�H �J�U�H�H�Q �V�R�O�L�G �O�L�Q�H �L�V �W�K�H
�“�W�W�H�G �I�X�Q�F�W�L�R�Q �D�Q�G �W�K�H �J�U�H�\ �G�R�W�W�H�G �O�L�Q�H �L�V �W�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J
�W�K�D�W �Z�D�V �H�[�W�U�D�F�W�H�G �E�\ �W�K�H �“�W�� �7�K�H �J�U�H�H�Q �G�D�V�K���G�R�W�W�H�G �O�L�Q�H �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V �W�K�H
�H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �W�K�D�W �Z�R�X�O�G �E�H �F�U�H�D�W�H�G �X�V�L�Q�J �D �V�L�Q�J�O�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q
�I�X�Q�F�W�L�R�Q �Z�L�W�K�R�X�W �V�S�D�W�L�D�O �L�Q�W�H�J�U�D�W�L�R�Q�� �7�K�H �O�R�Z�H�U �S�D�Q�H�O �V�K�R�Z�V �W�K�H �U�H�V�L�G�X�D�O�V
�R�I �W�K�H �“�W �I�X�Q�F�W�L�R�Q��

�Z�K�H�U�H! (Q)n �L�V �W�K�H �+�:�+�0 �R�I �W�K�Hn���W�K �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �D�Q�G< u2 > �L�V �W�K�H �P�H�D�Q

�V�T�X�D�U�H �D�W�R�P �G�L�V�S�O�D�F�H�P�H�Q�W �L�Q �W�K�H �'�H�E�\�H���:�D�O�O�H�U �I�D�F�W�R�U! 1
3Q2 < u2 > �� �7�K�H �“�W�W�L�Q�J �S�D��

�U�D�P�H�W�H�U�VIel �D�Q�GIinel �L�Q �H�T�X�D�W�L�R�Q ���������� �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G �W�R �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �L�Q�H�O�D�V�W�L�F �V�F�D�W�W�H�U��

�L�Q�J �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �R�I �W�K�H �H�Q�W�L�U�H �V�D�P�S�O�H�U�H�O�D�W�L�Y�H�W�R �W�K�H �V�L�J�Q�D�O �R�I �W�K�H �H�P�S�W�\ �V�D�P�S�O�H �D�W �D

�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �R�I ������ �.��

�)�R�U �H�D�F�K �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �D�O�O �V�S�H�F�W�U�D �Z�H�U�H �“�W�W�H�G �D�W �R�Q�F�H�� �)�R�U �W�K�H �“�W�W�L�Q�J��Iinel(Q) �D�Q�G

C(Q) �D�U�H �G�H�V�F�U�L�E�H�G �E�\ �D �O�L�Q�H�D�U �S�R�O�\�Q�R�P�L�D�O �L�QQ �D�Q�G �W�K�H �S�R�Z�G�H�U �D�Y�H�U�D�J�H�G �V�X�P�P�D�W�L�R�Q

�R�I �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V �L�V �D �I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I� �D�Q�Gl �� �7�K�X�V�� �L�Q �W�R�W�D�O �H�L�J�K�W �G�H�J�U�H�H�V �R�I

�I�U�H�H�G�R�P �Z�H�U�H �“�W�W�H�G �W�R �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�G �G�D�W�D��

�:�H �X�V�H�G �W�K�H �U�H�G�X�F�H�G� 2 �D�V �D �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �J�R�R�G�Q�H�V�V���R�I���“�W��� 2 �V�K�R�Z�H�G �Q�R �L�P��

�S�U�R�Y�H�P�H�Q�W �X�S�R�Q �D�G�G�L�Q�J �D �V�O�R�S�H�G �E�D�F�N�J�U�R�X�Q�G �L�Q �D�G�G�L�W�L�R�Q �W�R �D �t�D�W �E�D�F�N�J�U�R�X�Q�G�� �)�X�U��

�W�K�H�U�P�R�U�H�� �Q�R �D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �Z�D�V �I�R�X�Q�G �Z�L�W�K�L�Q �W�K�H �H�Q�H�U�J�\ �U�D�Q�J�H

������



������ �5�H�V�X�O�W�V �D�Q�G �'�L�V�F�X�V�V�L�R�Q

�D�Q�G �U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �2�6�,�5�,�6 �V�S�H�F�W�U�R�P�H�W�H�U�� �:�H �D�O�V�R �W�H�V�W�H�G �G�H�Y�L�D�W�L�R�Q�V �R�I �W�K�H �T�X�D�V�L��

�H�O�D�V�W�L�F �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �I�U�R�P �W�K�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �V�K�D�S�H�� �V�X�F�K �D�V �D �*�D�X�V�V�L�D�Q �R�U �D �9�R�L�J�W �V�K�D�S�H��

�E�X�W �W�K�H �D�O�W�H�U�Q�D�W�L�Y�H �V�K�D�S�H�V �G�L�G �Q�R�W �O�H�D�G �W�R �D�Q �L�P�S�U�R�Y�H�P�H�Q�W �R�I �W�K�H �“�W�� �7�K�H �U�H�V�L�G�X��

�D�O�V �R�I �W�K�H �“�W�V �V�K�R�Z �Q�R �V�\�V�W�H�P�D�W�L�F �H�U�U�R�U�V �D�Q�G �R�Q�O�\ �D�Q �L�Q�F�U�H�D�V�H �L�Q �D�E�V�R�O�X�W�H �V�W�D�W�L�V�W�L�F�D�O

�H�U�U�R�U �L�V �R�E�V�H�U�Y�H�G �L�Q �W�K�H �Y�L�F�L�Q�L�W�\ �R�I �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �S�H�D�N �D�W! = �� ���)�L�J������������ �+�H�Q�F�H�� �Z�H �F�R�Q��

�F�O�X�G�H �W�K�D�W �Z�H �R�Q�O�\ �R�E�V�H�U�Y�H �D �V�L�Q�J�O�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �S�U�R�F�H�V�V �L�Q �W�K�H �U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q �Z�L�Q�G�R�Z �R�I �W�K�H

�2�6�,�5�,�6 �V�S�H�F�W�U�R�P�H�W�H�U�� �2�Q �W�K�H �R�W�K�H�U �K�D�Q�G�� �Z�H �R�E�V�H�U�Y�H �D �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �R�I

�W�K�H �E�D�F�N�J�U�R�X�Q�G�� �Z�K�L�F�K �L�Q�G�L�F�D�W�H�V �W�K�H �H�[�L�V�W�H�Q�F�H �R�I �D �I�D�V�W �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �S�U�R�F�H�V�V �W�K�D�W �F�D�Q�Q�R�W

�E�H �U�H�V�R�O�Y�H�G �Z�L�W�K �W�K�H �2�6�,�5�,�6 �V�S�H�F�W�U�R�P�H�W�H�U��

�7�K�HQ���G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �R�I �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �L�Q�H�O�D�V�W�L�F �L�Q�W�H�Q�V�L�W�L�H�V��SH,el(Q) �D�Q�GSH,inel(Q)�� �L�V

�V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J���������� �7�K�H�V�H �K�D�Y�H �E�H�H�Q �R�E�W�D�L�Q�H�G �E�\ �P�X�O�W�L�S�O�L�F�D�W�L�R�Q �R�IIel �D�Q�GIinel �Z�L�W�K

�W�K�H �L�Q�W�H�J�U�D�W�H�G �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\R(Q) �R�I �W�K�H �U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W��
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�)�L�J�X�U�H �������� �(�O�D�V�W�L�F �D�Q�G �L�Q�H�O�D�V�W�L�F �L�Q�W�H�Q�V�L�W�L�H�V �D�V �D �I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �P�R�P�H�Q�W�X�P �W�U�D�Q�V�I�H�U��Q��
�7�K�H �G�D�W�D �Z�H�U�H �R�E�W�D�L�Q�H�G �I�R�U �D �K�\�G�U�R�J�H�Q �F�R�Y�H�U�D�J�H �R�I �W�K�H �H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W �R�I
�������� �J ������ �0�/ �R�Q�&�* ���7�D�E������������

�7�K�H �L�Q�H�O�D�V�W�L�F �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\SH,inel(Q) �U�H�P�D�L�Q�V �I�D�L�U�O�\ �F�R�Q�V�W�D�Q�W �L�Q �W�K�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �U�D�Q�J�H

�I�U�R�P ���� �W�R ���� �.�� �E�X�W �H�[�K�L�E�L�W�V �D �V�X�E�V�W�D�Q�W�L�D�O �G�H�F�U�H�D�V�H �D�W �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V �E�H�O�R�Z ���� �.

���)�L�J������������ �:�H �D�W�W�U�L�E�X�W�H �W�K�L�V �V�X�G�G�H�Q �O�R�V�V �R�I �W�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �W�R �D �I�U�H�H�]��

�L�Q�J �R�I �W�K�H �K�\�G�U�R�J�H�Q �G�L�I�I�X�V�L�Y�H �G�\�Q�D�P�L�F�V�� �L�Q �F�R�Q�V�L�V�W�H�Q�F�H �Z�L�W�K �Q�H�X�W�U�R�Q �G�L�I�I�U�D�F�W�L�R�Q �P�H�D��

�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �R�I �K�\�G�U�R�J�H�Q �R�Q �J�U�D�S�K�L�W�H �W�K�D�W �G�L�V�F�R�Y�H�U�H�G �D �W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q �E�H�W�Z�H�H�Q �D�Q �R�U�G�H�U�H�G

�F�R�P�P�H�Q�V�X�U�D�W�H �O�D�\�H�U �E�H�O�R�Z ���� �. �D�Q�G �D �O�L�T�X�L�G �V�W�D�W�H �D�E�R�Y�H �W�K�L�V �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H �>������ �@�� �)�X�U��

�W�K�H�U�P�R�U�H�� �D�W �D�O�O �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V �W�K�H �L�Q�H�O�D�V�W�L�F �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\ �G�U�R�S�V �P�R�Q�R�W�R�Q�L�F�D�O�O�\ �Z�L�W�KQ�� �7�K�H

������



�� �+2 �R�Q �&�D�U�E�R�Q �$�H�U�R�J�H�O

�O�D�W�W�H�U �“�Q�G�L�Q�J �P�L�J�K�W �E�H �D�Q �L�Q�G�L�F�D�W�L�R�Q �I�R�U �D �U�R�W�D�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�Y�H �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �W�K�D�W �F�R�X�O�G

�Q�R�W �E�H �U�H�V�R�O�Y�H�G �L�Q �W�K�H �S�U�H�V�H�Q�W �V�W�X�G�\ �D�V �L�W �I�D�O�O�V �R�X�W�V�L�G�H �R�I �W�K�H �V�S�H�F�W�U�D�O �Z�L�Q�G�R�Z �R�I �W�K�H

�2�6�,�5�,�6 �L�Q�V�W�U�X�P�H�Q�W�� �,�Q �D�G�G�L�W�L�R�Q�� �W�K�H �F�R�Q�V�W�D�Q�W �E�D�F�N�J�U�R�X�Q�G �V�K�R�Z�V �D�Q �L�Q�F�U�H�D�V�H �Z�L�W�KQ

�D�Q�G �Z�L�W�K �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �7�K�L�V �K�L�Q�W�V �V�W�U�R�Q�J�O�\ �W�R�Z�D�U�G�V �D �I�D�V�W �U�R�W�D�W�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �W�K�D�W �L�V �V�R

�E�U�R�D�G�� �D�V �W�R �D�S�S�H�D�U �L�Q �I�R�U�P �R�I �D �F�R�Q�V�W�D�Q�W �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q��

�7�K�H �H�O�D�V�W�L�F �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\SH,el(Q) �R�E�H�\�H�G �W�K�H �'�H�E�\�H���:�D�O�O�H�U �O�D�Z�� �Z�K�H�Q �H�D�F�K �V�S�H�F�W�U�X�P �Z�D�V

�“�W�W�H�G �L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W�O�\ �Z�L�W�K �D �V�L�Q�J�O�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�� �,�Q �W�K�H �J�O�R�E�D�O �“�W�W�L�Q�J �S�U�R��

�F�H�G�X�U�H�� �Z�H �W�K�H�U�H�I�R�U�H �D�V�V�X�P�H�G �D �'�H�E�\�H���:�D�O�O�H�U �E�H�K�D�Y�L�R�X�U�� �7�K�H �U�H�V�X�O�W�V �R�I �W�K�H �J�O�R�E�D�O

�“�W�W�L�Q�J �D�U�H �V�K�R�Z�Q �L�Q �7�D�E�������� �D�Q�G �)�L�J���������� �7�K�H �P�H�D�Q �V�T�X�D�U�H �D�W�R�P �G�L�V�S�O�D�F�H�P�H�Q�W �L�V �R�I

�W�K�H �R�U�G�H�U �R�I �������� �‡��2 �D�Q�G �U�L�V�H�V �V�O�L�J�K�W�O�\ �Z�L�W�K �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �Z�K�L�F�K �L�V �W�R�R �K�L�J�K �I�R�U �U�R�W�D��

�W�L�R�Q�V �R�U �P�R�O�H�F�X�O�D�U �Y�L�E�U�D�W�L�R�Q�V�� �7�K�H�U�H�I�R�U�H�� �Z�H �W�H�Q�W�D�W�L�Y�H�O�\ �D�W�W�U�L�E�X�W�H �W�K�H�V�H �G�\�Q�D�P�L�F�V �W�R

�F�R�Q�“�Q�H�G �P�R�W�L�R�Q �R�I �K�\�G�U�R�J�H�Q �P�R�O�H�F�X�O�H�V �L�Q �W�K�H �X�O�W�U�D���P�L�F�U�R�S�R�U�H�V��

60

40

20

0

Q
E

N
S

-b
ro

ad
en

in
g 

!
 [µ

eV
]

21.510.50

Q [•
-1

]

 80 K
 50 K
 10 K

�)�L�J�X�U�H ���������4�(�1�6 �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J! �Y�H�U�V�X�VQ�� �I�R�U �D �U�D�Q�J�H �R�I �V�D�P�S�O�H �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V��
�7�K�H �V�\�P�E�R�O�V �V�K�R�Z �W�K�H�+�:�+�0 �R�E�W�D�L�Q�H�G �I�U�R�P �“�W�W�L�Q�J �D �V�L�Q�J�O�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q
�I�X�Q�F�W�L�R�Q �D�V �L�Q�H�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �W�R �H�D�F�K �V�S�H�F�W�U�X�P �L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W�O�\�� �7�K�H
�G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H �V�K�R�Z�V �W�K�H �O�H�D�V�W���V�T�X�D�U�H�V �“�W �R�I �D�Q �L�V�R�W�U�R�S�L�F�D�O�O�\ �D�Y�H�U�D�J�H�G
�E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J�� �7�K�H �F�R�Q�W�L�Q�X�R�X�V �O�L�Q�H�V �V�K�R�Z �D�Q �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q �W�R �W�K�H �U�H��
�V�X�O�W�V �I�U�R�P �D �J�O�R�E�D�O�� �S�R�Z�G�H�U �D�Y�H�U�D�J�H�G�� �D�S�S�U�R�D�F�K�� �Z�K�H�U�H �W�K�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q
�G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �L�V �L�V�R�W�U�R�S�L�F�D�O�O�\ �D�Y�H�U�D�J�H�G�� �,�Q �W�K�H �O�D�W�W�H�U �D�S�S�U�R�D�F�K�� �D �V�L�Q�J�O�H
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�L�F�V �R�Q �Q�R�Q���K�H�[�D�J�R�Q�D�O �O�D�W�W�L�F�H�V�� �7�K�H �J�U�H�H�Q �G�R�W�W�H�G �O�L�Q�H �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V �W�R �D
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�)�L�J�������� �G�L�V�S�O�D�\�V �W�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J�V �W�K�D�W �Z�H�U�H �R�E�W�D�L�Q�H�G �I�R�U �V�D�P�S�O�H �W�H�P��

�S�H�U�D�W�X�U�H�V �R�I ������ ���� �D�Q�G ���� �.�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �1�R �V�L�J�Q�L�“�F�D�Q�W �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �Z�D�V �R�E�V�H�U�Y�H�G

�I�R�U �W�K�H �V�D�P�S�O�H �D�W ���� �. �D�Q�G ���� �.�� �Z�K�L�F�K �D�J�U�H�H�V �Z�L�W�K �D �S�L�F�W�X�U�H �R�I �D �I�U�R�]�H�Q �K�\�G�U�R�J�H�Q

�O�D�\�H�U �>������ �@�� �7�K�H �G�D�W�D �E�H�W�Z�H�H�Q ���� �D�Q�G ���� �. �Z�H�U�H �“�W�W�H�G �Z�L�W�K �D �S�R�Z�G�H�U �D�Y�H�U�D�J�H�G
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���� �������� � �������� �������� � �������� ������ � ������ �J
���� �������� � �������� �������� � �������� �������� � ������ �J
���� �������� � �������� �������� � �������� �������� � ������ ������ � ������
���� �������� � �������� �������� � �������� �������� � ������ ������ � ������
���� �������� � �������� �������� � �������� ������ � ������ ������ � ������
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�V�S�H�F�W�U�D��
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< u2 > �L�V �W�K�H �V�T�X�D�U�H���U�R�R�W �R�I �W�K�H �P�H�D�Q���V�T�X�D�U�H �D�W�R�P �G�L�V�S�O�D�F�H��

�P�H�Q�W �I�U�R�P �W�K�H �'�H�E�\�H���:�D�O�O�H�U �I�D�F�W�R�U��d �L�V �W�K�H �V�S�K�H�U�H �G�L�D�P�H�W�H�U �R�I �D �F�R�Q�“�Q�H�G
�G�L�I�I�X�V�L�R�Q �P�R�G�H�O��Iel �L�V �W�K�H �D�E�V�R�O�X�W�H �H�O�D�V�W�L�F �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\ �D�WQ = 0 ��Iinel �L�V �W�K�H �D�E��
�V�R�O�X�W�H �L�Q�H�O�D�V�W�L�F �L�Q�W�H�Q�V�L�W�\ �D�WQ = 0 �� l �W�K�H �M�X�P�S �G�L�V�W�D�Q�F�H��� �L�V �W�K�H �K�R�S�S�L�Q�J
�U�D�W�H �D�Q�GD �L�V �W�K�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�W��

�7�K�H �S�U�R�F�H�G�X�U�H �I�R�U �W�K�H �S�R�Z�G�H�U �D�Y�H�U�D�J�L�Q�J �K�D�V �E�H�H�Q �G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �G�H�W�D�L�O �E�\ �-�R�E�L�F �>������ �@��

�+�H �G�H�P�R�Q�V�W�U�D�W�H�V�� �W�K�D�W �D �V�L�P�S�O�H �D�Q�J�X�O�D�U �D�Y�H�U�D�J�L�Q�J �R�I �W�K�H �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J ���(�T�� �������������� �D�V

�V�X�J�J�H�V�W�H�G �E�\ �&�K�X�G�O�H�\ �D�Q�G �(�O�O�L�R�W�W �I�R�U �W�K�H �F�D�V�H �R�I �D �O�L�T�X�L�G �>���� �@�� �L�V �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �L�Q�V�X�I�“��

�F�L�H�Q�W�� �V�L�Q�F�H �G�H�Y�L�D�W�L�R�Q�V �R�I �W�K�H �O�L�Q�H���V�K�D�S�H �I�U�R�P �D �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �D�U�H �Q�R�W �W�D�N�H�Q

�L�Q�W�R �D�F�F�R�X�Q�W�� �,�Q �W�K�H �F�D�V�H �R�I �W�Z�R���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �D�Q�J�X�O�D�U �D�Y�H�U�D�J�L�Q�J �O�H�D�G�V �W�R �D

�V�L�Q�J�X�O�D�U�L�W�\ �I�R�UQ ? l �� �W�K�D�W �Q�H�H�G�V �W�R �E�H �D�Y�R�L�G�H�G �E�\ �F�R�Q�Y�R�O�Y�L�Q�J �Z�L�W�K �D �“�Q�L�W�H �U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q

�>������ �@�� �$�V �-�R�E�L�F �S�R�L�Q�W�V �R�X�W�� �D �P�R�U�H �L�Q�W�U�L�F�D�W�H �E�X�W �D�O�V�R �P�R�U�H �D�F�F�X�U�D�W�H �D�Q�D�O�\�V�L�V �R�I �W�K�H

�O�L�Q�H���V�K�D�S�H �F�R�Q�V�L�V�W�V �L�Q �D�Y�H�U�D�J�L�Q�JSQENS(Q, ! ) �R�Y�H�U �W�K�H �H�Q�W�L�U�H �D�Q�J�X�O�D�U �V�S�D�F�H�� �O�H�D�G�L�Q�J

�L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �W�R �D �Q�R�Q���/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �O�L�Q�H���V�K�D�S�H �D�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J���������� �,�Q �R�X�U �D�Q�D�O�\�V�L�V�� �Z�H

�K�D�Y�H �D�S�S�O�L�H�G �E�R�W�K �P�H�W�K�R�G�V �I�R�U �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q�� �D ���' �L�V�R�W�U�R�S�L�F �D�Y�H�U�D�J�L�Q�J �R�I! (Q) �D�Q�G �D

���' �L�V�R�W�U�R�S�L�F �D�Y�H�U�D�J�L�Q�J �R�ISQENS(Q, ! )�� �7�K�H �U�H�V�X�O�W�V �D�U�H �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J���������� �W�K�H �V�\�P�E�R�O�V

�U�H�S�U�H�V�H�Q�W �W�K�H�+�:�+�0 �R�I �D �V�L�Q�J�O�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �I�R�U �H�D�F�K �V�S�H�F�W�U�X�P�� �Z�K�L�O�H �W�K�H

�G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H �J�L�Y�H�V �W�K�H �O�H�D�V�W���V�T�X�D�U�H�V �“�W �R�I �W�K�H �L�V�R�W�U�R�S�L�F�D�O�O�\ �D�Y�H�U�D�J�H�G �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �D�Q�G
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SQENS(Q, ! )�� �,�Q �W�K�H �O�D�W�W�H�U �D�Y�H�U�D�J�L�Q�J�� �D �V�L�Q�J�O�H �U�H�V�L�G�H�Q�F�H �W�L�P�H� �D�Q�G �M�X�P�S �G�L�V�W�D�Q�F�Hl

�G�H�“�Q�H �W�K�H �V�K�D�S�H �R�I �W�K�H �T�X�D�V�L���H�O�D�V�W�L�F �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �I�X�Q�F�W�L�R�QSQENS(Q, ! ) �D�Q�G �W�K�H �L�Q�W�H��

�J�U�D�W�H�G �E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J �L�V �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �Q�R�Q���/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q ���)�L�J������������ �8�S �W�R �D�E�R�X�W ������ �‡! 1�� �W�K�H

�O�L�Q�H �V�K�D�S�H �L�V �F�O�R�V�H �W�R �D �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�� �)�R�U �O�D�U�J�H�U �Y�D�O�X�H�V �R�IQ �K�R�Z�H�Y�H�U�� �V�L�J�Q�L�I��

�L�F�D�Q�W �G�H�Y�L�D�W�L�R�Q�V �D�U�L�V�H �W�K�D�W �S�U�R�G�X�F�H �D�Q �D�S�S�D�U�H�Q�W �P�Q�D�U�U�R�Z�L�Q�J�P �R�I �W�K�H �V�L�Q�J�O�H �/�R�U�H�Q�W�]�L�D�Q

�E�U�R�D�G�H�Q�L�Q�J ���S�R�L�Q�W�V �L�Q �)�L�J������������ ���' �L�V�R�W�U�R�S�L�F �D�Y�H�U�D�J�L�Q�J �R�I! (Q) �L�V �R�E�Y�L�R�X�V�O�\ �Q�R�W

�D�E�O�H �W�R �U�H�S�U�R�G�X�F�H �W�K�L�V ���G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H �L�Q �)�L�J������������ �$ �U�H�V�L�G�X�D�O �D�Q�D�O�\�V�L�V �R�I �W�K�H �V�S�H�F�W�U�D�O

�“�W�V �Z�L�W�K �W�K�H �S�R�Z�G�H�U �D�Y�H�U�D�J�H�GSQENS(Q, ! ) �Y�D�O�L�G�D�W�H�G �W�K�L�V �D�S�S�U�R�D�F�K �R�Y�H�U �W�K�H �Z�K�R�O�H
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�F�D�U�E�R�Q �P�R�O�H�F�X�O�D�U �V�L�H�Y�H ���&�0�6�� �>������ �@�� �(�U�U�R�U�V �D�U�H �L�Q�G�L�F�D�W�H�G �Z�K�H�Q �W�K�H�\ �Z�H�U�H
�S�U�R�Y�L�G�H�G �E�\ �W�K�H �D�X�W�K�R�U�V�� �7�K�H �G�D�W�D �I�R�U �&�0�6 �Z�H�U�H �Q�R�W �H�[�S�O�L�F�L�W�O�\ �J�L�Y�H�Q �W�K�H
�D�X�W�K�R�U�V �R�I �W�K�H �R�U�L�J�L�Q�D�O �V�W�X�G�\�� �E�X�W �H�[�W�U�D�F�W�H�G �E�\ �X�V �I�U�R�P �D �J�U�D�S�K��

�L�Q �D�Q �$�U�U�K�H�Q�L�X�V �S�O�R�W�� �,�Q �W�K�L�V �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�R�Q�� �L���H����ln(D) �Y�V��1=T �� �D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �G�L�I�I�X�V�L�R�Q

�D�S�S�H�D�U�V �D�V �D �V�W�U�D�L�J�K�W �O�L�Q�H�� �V�L�Q�F�H �L�W �L�V �G�H�V�F�U�L�E�H�G �E�\ �W�K�H �H�T�X�D�W�L�R�QD = D0 exp[! EA=kBT ]��

�Z�K�H�U�HEA �L�V �D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q �E�D�U�U�L�H�U �D�Q�GkB �L�V �W�K�H �%�R�O�W�]�P�D�Q�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�W�� �)�R�U �W�K�H�&�* �V�\�V��

�W�H�P �Z�H �R�E�W�D�L�Q �D �S�U�H���H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q�V�W�D�Q�WD0 = ��������� ��������� ���� ! 8 �P2���V �D�Q�G

�D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q �H�Q�H�U�J�\EA = ��������� �������� �P�H�9�� �,�Q �)�L�J���������� �Z�H �G�L�V�S�O�D�\ �W�K�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �F�R�Q��
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�V�W�D�Q�W�V �R�I �K�\�G�U�R�J�H�Q �W�K�D�W �Z�H�U�H �U�H�F�H�Q�W�O�\ �R�E�W�D�L�Q�H�G �E�\ �R�W�K�H�U �D�X�W�K�R�U�V �R�Q �F�D�U�E�R�Q �V�\�V�W�H�P�V
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�K�H�U�H �L�V �V�L�P�L�O�D�U �W�R �W�K�H �S�U�H�I�D�F�W�R�U�V �R�E�V�H�U�Y�H�G �I�R�U �D �F�D�U�E�R�Q �P�R�O�H�F�X�O�D�U �V�L�H�Y�H �>������ �@ �D�Q�G �I�R�U
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�I�U�R�P �H�D�U�O�L�H�U �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �R�Q �O�L�T�X�L�G �K�\�G�U�R�J�H�Q �>������ �@ �D�Q�G �R�Q �D �Y�D�U�L�H�W�\ �R�I
�F�D�U�E�R�Q �V�\�V�W�H�P�V�� �*�U�D�I�R�L�O �>������ �@�� �V�L�Q�J�O�H���Z�D�O�O�H�G �Q�D�Q�R�W�X�E�H�V ���6�:�1�7�� �>������ �@��
�V�L�Q�J�O�H���Z�D�O�O�H�G �Q�D�Q�R�K�R�U�Q�V ���6�:�1�+�� �>������ �@�� �F�R�P�P�H�U�F�L�D�O �X�O�W�U�D���P�L�F�U�R�S�R�U�R�X�V
�F�D�U�E�R�Q ���8�0�&�� �>������ �@�� �S�R�O�\�I�X�U�I�X�U�\�O �D�O�F�R�K�R�O���G�H�U�L�Y�H�G �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �F�D�U�E�R�Q
���3�)�$�&�� �>������ �@�� �F�D�U�E�R�Q �E�O�D�F�N �;�&������ ���;�&������ �>������ �������� �@�� �3�W���F�R�Q�W�D�L�Q�L�Q�J �P�L�F��
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�N�X�9 �*�Q�M�+�H�m�b�B�Q�M�b

�,�Q �W�K�L�V �F�K�D�S�W�H�U�� �Z�H �K�D�Y�H �S�U�H�V�H�Q�W�H�G �K�\�G�U�R�J�H�Q �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �V�W�X�G�L�H�V �L�Q �D �V�W�D�Q�G�D�U�G �F�D�U�E�R�Q

�D�H�U�R�J�H�O�� �1�H�X�W�U�R�Q �D�Q�G �;���U�D�\ �V�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �D�Q�D�O�\�V�H�V �V�K�R�Z �Q�R �J�U�D�S�K�L�W�L�F �R�U�G�H�U�L�Q�J �L�Q �W�K�H
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�E�R�Q �R�U �X�O�W�U�D�P�L�F�U�R�S�R�U�R�X�V �F�D�U�E�R�Q �>������ �@�� �Z�K�L�F�K �D�O�O�R�Z�H�G �X�V �W�R �I�R�O�O�R�Z �W�K�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �X�S

�W�R ���� �.�� �7�K�H �Q�H�X�W�U�R�Q �V�S�H�F�W�U�R�V�F�R�S�\ �G�D�W�D �V�K�R�Z�H�G �D�Q �D�F�W�L�Y�D�W�H�G �M�X�P�S �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �P�H�F�K��

�D�Q�L�V�P �Z�L�W�K �M�X�P�S �O�H�Q�J�W�K�V �W�K�D�W �D�U�H �R�I �W�K�H �R�U�G�H�U �R�I �W�K�H �L�Q�W�H�U���P�R�O�H�F�X�O�D�U �G�L�V�W�D�Q�F�H �L�Q �W�K�H
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�7�K�H �D�L�P �R�I �W�K�L�V �3�K�' �Z�R�U�N �Z�D�V �W�R �V�W�X�G�\ �P�R�O�H�F�X�O�D�U �G�L�I�I�X�V�L�R�Q �R�Q �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H�V �R�I �F�D�U�E�R�Q

�P�D�W�H�U�L�D�O�V �E�\ �Q�H�X�W�U�R�Q �D�Q�G �K�H�O�L�X�P �V�S�H�F�W�U�R�V�F�R�S�\�� �)�R�U �W�K�L�V �S�X�U�S�R�V�H�� �Z�H �L�Q�Y�H�V�W�L�J�D�W�H�G �D

�V�H�U�L�H�V �R�I �V�\�V�W�H�P�V�� �Z�D�W�H�U �D�Q�G �E�H�Q�]�H�Q�H �D�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H �R�I �J�U�D�S�K�H�Q�H���1�L������������

�D�V �Z�H�O�O �D�V �P�R�O�H�F�X�O�D�U �K�\�G�U�R�J�H�Q �D�G�V�R�U�E�H�G �R�Q �W�K�H �V�X�U�I�D�F�H�V �R�I �H�[�I�R�O�L�D�W�H�G �J�U�D�S�K�L�W�H�� �R�Q �D
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�>�����@ �6�� �0�L�U�H�W���$�U�W�«�V �D�Q�G �(�� �3�R�O�O�D�N�� �-�� �3�K�\�V�� �&�R�Q�G�� �0�D�W������ �� �6�������� ��������������

�>�����@ �5�� �0�D�U�W�¯�Q�H�]���&�D�V�D�G�R�� �-�� �/�� �9�H�J�D�� �$�� �6�� �6�D�Q�]�� �D�Q�G �6�� �0�L�U�H�W���$�U�W�«�V�� �-�� �3�K�\�V�� �&�R�Q�G��

�0�D�W������ �� ������������ ��������������

�>�����@ �'�� �&�K�D�Q�G�O�H�U�� �-�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V������ �� �������� ��������������

�>�����@ �'�� �&�K�D�Q�G�O�H�U�� �-�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V������ �� �������� ��������������

�>�����@ �'�� �&�K�D�Q�G�O�H�U�� �-�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V������ �� �������� ��������������

�>�����@ �,�� �&�D�O�Y�R���$�O�P�D�]�£�Q�H�W �D�O���� �&�D�U�E�R�Q���� �� ������ ��������������

�>�����@ �&�� �7�� �&�K�X�G�O�H�\ �D�Q�G �5�� �-�� �(�O�O�L�R�W�W�� �3�U�R�F�� �3�K�\�V�� �6�R�F������ �� ������ ��������������

�>�����@ �-�� �0�� �5�R�Z�H�� �-�� �-�� �5�X�V�K�� �/�� �$�� �'�H �*�U�D�D�I�� �D�Q�G �*�� �$�� �)�H�U�J�X�V�R�Q�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �/�H�W�W������ ��

�������� ��������������

�>�����@ �)�� �(�� �7�X�G�G�H�Q�K�D�P�H�W �D�O���� �6�X�U�I�� �6�F�L�������� �� �������� ��������������

�>�����@ �.�� �6�N�¸�O�G �D�Q�G �*�� �1�H�O�L�Q�� �-�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �6�R�O�L�G�V���� �� �������� ��������������

������
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�>�����@ �$�� �3�� �-�D�U�G�L�Q�H�H�W �D�O���� �3�U�R�J�� �6�X�U�I�� �6�F�L������ �� ������ ��������������

�>�����@ �*�� �&�R�P�V�D �D�Q�G �%�� �3�R�H�O�V�H�P�D���6�F�D�W�W�H�U�L�Q�J �R�I �7�K�H�U�P�D�O �(�Q�H�U�J�\ �$�W�R�P�V �I�U�R�P �'�L�V�R�U��

�G�H�U�H�G �6�X�U�I�D�F�H�V�� �9�R�O�� ������ �R�I�6�S�U�L�Q�J�H�U �7�U�D�F�W�V �L�Q �0�R�G�H�U�Q �3�K�\�V�L�F�V���6�S�U�L�Q�J�H�U�� �+�H�L��

�G�H�O�E�H�U�J�� ������������

�>�����@ �1�� �(�V�E�M�H�U�J �D�Q�G �-�� �.�� �1�º�U�V�N�R�Y�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �/�H�W�W������ �� ������ ��������������

�>�����@ �-�� �/�� �%�H�H�E�\ �D�Q�G �/�� �'�R�E�U�]�\�Q�V�N�L�� �-�� �3�K�\�V�� �&���� �� �������� ��������������

�>�����@ �'�� �)�D�U�L�D�V �D�Q�G �.�� �+�� �5�L�H�G�H�U�� �5�H�S�� �3�U�R�J�� �3�K�\�V������ �� �������� ��������������

�>�����@ �-�� �3�� �7�R�H�Q�Q�L�H�V�� �$�S�S�O�� �3�K�\�V�� �/�H�W�W���� �� ���� ��������������

�>�����@ �5�� �(�� �6�W�L�F�N�Q�H�\���7�K�H �6�W�U�X�F�W�X�U�H �D�Q�G �&�K�H�P�L�V�W�U�\ �R�I �6�R�O�L�G �6�X�U�I�D�F�H�V�� �H�G�� �E�\ �*�$ �6�R��

�P�R�U�M�D�L���-�R�K�Q �:�L�O�H�\�� �1�H�Z �<�R�U�N�� ������������

�>�����@ �3�� �'�H�E�\�H�� �$�Q�Q�� �3�K�\�V�������� �� ���� ��������������

�>�����@ �)�� �(�� �7�X�G�G�H�Q�K�D�P�� �3�K���'�� �W�K�H�V�L�V�� �8�Q�L�Y�H�U�V�L�W�\ �R�I �&�D�P�E�U�L�G�J�H�� �&�D�P�E�U�L�G�J�H�� ����������

�>�����@ �-�� �(�O�O�L�V �D�Q�G �$�� �3�� �*�U�D�K�D�P�� �6�X�U�I�� �6�F�L���������J������ �� ������ ��������������

�>�����@ �3�� �)�R�X�T�X�H�W�H�W �D�O���� �5�H�Y�� �6�F�L�� �,�Q�V�W�U�X�P������ �� ������������ ��������������

�>�����@ �$�� �3�� �-�D�U�G�L�Q�H�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V������ �� �������� ��������������

�>�����@ �$�� �5�� �$�O�G�H�U�Z�L�F�N�� �$�� �3�� �-�D�U�G�L�Q�H�� �D�Q�G �+�� �+�H�G�J�H�O�D�Q�G�� �5�H�Y�� �6�F�L�� �,�Q�V�W�U�X�P������ �� ������������

��������������

�>�����@ �-�� �=�K�X�� �3�K���'�� �W�K�H�V�L�V�� �8�Q�L�Y�H�U�V�L�W�\ �R�I �&�D�P�E�U�L�G�J�H�� ����������

�>�����@ �3�� �*�� �'�H �*�H�Q�Q�H�V�� �3�K�\�V�L�F�D���� �� ������ ��������������

�>�����@ �3�� �1�� �3�X�V�H�\�� �-�� �3�K�\�V�� �$�� �� �������� ��������������

�>�����@ �$�� �0�� �/�D�K�H�H�� �-�� �5�� �0�D�Q�V�R�Q�� �-�� �3�� �7�R�H�Q�Q�L�H�V�� �D�Q�G �&�� �:�¸�O�O�� �-�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V������ �� ��������

��������������

�>�����@ �6�� �%�¸�W�W�F�K�H�U�� �0�� �:�H�V�H�U�� �<�� �6�� �'�H�G�N�R�Y�� �D�Q�G �.�� �+�R�U�Q�� �1�D�Q�R�V�F�D�O�H �5�H�V �/�H�W�W�� �� ��

��������������

�>�����@ �6�� �%�¸�W�W�F�K�H�U�� �3�K���'�� �W�K�H�V�L�V�� �)�U�H�L�H �8�Q�L�Y�H�U�V�L�W�¦�W�� �%�H�U�O�L�Q�� ����������

�>�����@ �$�� �'�D�K�D�O �D�Q�G �0�� �%�D�W�]�L�O�O�� �1�D�Q�R�V�F�D�O�H�� �� �������� ��������������

������
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�>�����@ �5�� �5�R�V�H�L�� �0�� �'�H �&�U�H�V�F�H�Q�]�L�� �)�� �6�H�W�W�H�� �D�Q�G �&�� �4�X�D�U�H�V�L�P�D�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ��������

��������������

�>�����@ �<�� �*�D�P�R�� �$�� �1�D�J�D�V�K�L�P�D�� �0�� �:�D�N�D�E�D�\�D�V�K�L�� �D�Q�G �0�� �7�H�U�D�L�� �6�X�U�I�� �6�F�L�������� �� ����

��������������

�>�����@ �$�� �$�O�O�D�U�G �D�Q�G �/�� �:�L�U�W�]�� �1�D�Q�R �/�H�W�W�H�U�V���� �� �������� ��������������

�>�����@ �+�� �6�K�L�F�K�L�E�H�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������ ��������������

�>�����@ �'�� �0�D�F�F�D�U�L�H�O�O�R�� �'�� �&�D�P�S�L�� �$�� �$�O �7�D�O�H�E�� �D�Q�G �*�� �%�H�Q�H�G�H�N�� �&�D�U�E�R�Q���� �� �� ��������������

�>�����@ �/�� �/�� �3�D�W�H�U�D�H�W �D�O���� �$�&�6 �1�D�Q�R�� �� �������� ��������������

�>�����@ �-�� �:�L�Q�W�W�H�U�O�L�Q �D�Q�G �0�� �/�� �%�R�F�T�X�H�W�� �6�X�U�I�� �6�F�L�������� �� �������� ��������������

�>�����@ �)�� �%�L�D�Q�F�K�L�Q�L�H�W �D�O���� �-�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �/�H�W�W���� �� ������ ��������������

�>�����@ �:�� �%�� �=�K�D�Q�J�� �&�� �&�K�H�Q�� �D�Q�G �3�� �<�� �7�D�Q�J�� �-�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V�������� �� ������������ ��������������

�>�����@ �'�� �(�� �3�D�U�U�H�L�U�D�V�� �(�� �$�� �6�R�D�U�H�V�� �*�� �$�E�U�H�X�� �D�Q�G �7�� �%�X�H�Q�R�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������

��������������

�>�����@ �$�� �3�R�O�L�W�D�Q�R�� �%�� �%�R�U�F�D�� �0�� �0�L�Q�Q�L�W�L�� �D�Q�G �-�� �-�� �+�L�Q�D�U�H�M�R�V�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������

��������������

�>�����@ �0�� �0�D�\�U�K�R�I�H�U���5�H�L�Q�K�D�U�W�V�K�X�E�H�U�� �3�� �.�U�D�X�V�� �D�Q�G �$�� �7�D�P�W�¸�J�O�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� ��

������������ ��������������

�>�����@ �*�� �%�R�D�W�R�� �3�� �&�D�Q�W�L�Q�L�� �D�Q�G �5�� �7�D�W�D�U�H�N�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �/�H�W�W������ �� ������ ��������������

�>�����@ �%�� �%�R�U�F�D�H�W �D�O���� �1�H�Z �-�� �3�K�\�V������ �� ������������ ��������������

�>�����@ �.�� �'�� �*�L�E�V�R�Q �D�Q�G �6�� �-�� �6�L�E�H�Q�H�U�� �-�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �&������ �� �����������g���������� ��������������

�>�����@ �3�� �5�� �.�R�O�H�� �$�� �3�� �-�D�U�G�L�Q�H�� �D�Q�G �+�� �+�H�G�J�H�O�D�Q�G�� �-�� �3�K�\�V�� �&�R�Q�I�� �6�H�U������ �� ������������

��������������

�>�����@ �*�� �%�H�Q�H�G�H�N�� �*�� �%�U�X�V�G�H�\�O�L�Q�V�� �&�� �+�H�L�P�O�L�F�K�� �D�Q�G �-�� �3�� �7�R�H�Q�Q�L�H�V�� �6�X�U�I�� �6�F�L�������� �� ������

��������������

�>�����@ �&�� �2�V�K�L�P�D�� �7�� �$�L�]�D�Z�D�� �5�� �6�R�X�G�D�� �D�Q�G �<�� �,�V�K�L�]�D�Z�D�� �6�R�O�� �6�W�D�� �&�R�P�P������ �� ��������

��������������

�>�����@ �-�� �$�� �<�D�Q�� �:�� �<�� �5�X�D�Q�� �D�Q�G �0�� �<�� �&�K�R�X�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������ ��������������

������
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�>�����@ �.�� �+�� �0�L�F�K�H�O �D�Q�G �%�� �9�H�U�E�H�U�F�N�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������ ��������������

�>�����@ �$�� �0�� �6�K�L�N�L�Q�� �'�� �)�D�U�ñ�D�V�� �9�� �.�� �$�G�D�P�F�K�X�N�� �D�Q�G �.�� �+�� �5�L�H�G�H�U�� �6�X�U�I�� �6�F�L�������� �� ������

��������������

�>�����@ �7�� �$�L�]�D�Z�D�H�W �D�O���� �6�X�U�I�� �6�F�L�������� �� ������ ��������������

�>�����@ �)�� �G�H �-�X�D�Q�� �$�� �3�R�O�L�W�D�Q�R�� �*�� �&�K�L�D�U�H�O�O�R�� �D�Q�G �+�� �$�� �)�H�U�W�L�J�� �&�D�U�E�R�Q���� �� ������ ��������������

�>�����@ �+�� �<�D�Q�D�J�L�V�D�Z�D�� �7�� �7�D�Q�D�N�D�� �D�Q�G �<�� �,�V�K�L�G�D�� �6�X�U�I�� �,�Q�W�H�U�I�� �$�Q�D�O������ �� ������ ��������������

�>�����@ �$�� �3�R�O�L�W�D�Q�R�� �$�� �5�� �0�D�U�L�Q�R�� �D�Q�G �*�� �&�K�L�D�U�H�O�O�R�� �-�� �3�K�\�V�� �&�R�Q�I�� �6�H�U������ �� ������������

��������������

�>�����@ �$�� �3�R�O�L�W�D�Q�R�H�W �D�O���� �&�D�U�E�R�Q���� �� �������� ��������������

�>�����@ �:�� �0�H�Q�H�]�H�V�� �3�� �.�Q�L�S�S�� �*�� �7�L�V�G�D�O�H�� �D�Q�G �6�� �-�� �6�L�E�H�Q�H�U�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ��������

��������������

�>�����@ �3�� �'�� �'�L�W�O�H�Y�V�H�Q �D�Q�G �-�� �.�� �1�º�U�V�N�R�Y�� �6�X�U�I�� �6�F�L�������� �� ������ ��������������

�>�����@ �)�� �0�D�]�]�R�O�D�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �5�H�Y������ �� ������������ ��������������

�>�����@ �$�� �7�D�P�W�¸�J�O�� �3�� �.�U�D�X�V�� �D�Q�G �0�� �0�D�\�U�K�R�I�H�U���5�H�L�Q�K�D�U�W�V�K�X�E�H�U�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� ��

������������ ��������������

�>�����@ �3�� �.�U�D�X�V�� �$�� �7�D�P�W�¸�J�O�� �D�Q�G �0�� �0�D�\�U�K�R�I�H�U���5�H�L�Q�K�D�U�W�V�K�X�E�H�U�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� ��

������������ ��������������

�>�����@ �$�� �3�R�O�L�W�D�Q�R�� �$�� �5�� �0�D�U�L�Q�R�� �9�� �)�R�U�P�R�V�R�� �D�Q�G �*�� �&�K�L�D�U�H�O�O�R�� �&�D�U�E�R�Q���� �� ��������

��������������

�>�����@ �*�� �$�� �.�L�P�P�H�O�H�W �D�O���� �-�� �$�P�� �&�K�H�P�� �6�R�F�������� �� ���������� ��������������

�>�����@ �2�� �/�H�H�Q�D�H�U�W�V�� �%�� �3�D�U�W�R�H�Q�V�� �D�Q�G �)�� �0�� �3�H�H�W�H�U�V�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������ ��������������

�>�����@ �;�� �;�L�D�R�� �<�� �7�� �&�K�H�Q�J�� �D�Q�G �%�� �:�� �6�K�H�O�G�R�Q�� �-�� �1�H�X�W�U�R�Q �5�H�V������ �� �������� ��������������

�>�����@ �)�� �<�D�Y�D�U�L�H�W �D�O���� �6�P�D�O�O�� �� �������� ��������������

�>�����@ �1�� �1�� �$�Y�J�X�O�� �$�� �9�� �.�L�V�H�O�H�Y�� �D�Q�G �3�� �/�� �:�D�O�N�H�U�� �-�U���&�K�H�P�L�V�W�U�\ �D�Q�G �3�K�\�V�L�F�V �R�I �&�D�U�E�R�Q

���'�H�N�N�H�U�� �1�H�Z �<�R�U�N�� ������������ �9�R�O�� ����

�>�����@ �'�� �9�� �&�K�D�N�D�U�R�Y�� �/�� �˜�V�W�H�U�O�X�Q�G�� �D�Q�G �%�� �.�D�V�H�P�R�� �9�D�F�X�X�P���� �� �������� ��������������

�>�����@ �'�� �9�� �&�K�D�N�D�U�R�Y�� �/�� �2�H�V�W�H�U�O�X�Q�G�� �D�Q�G �%�� �.�D�V�H�P�R�� �/�D�Q�J�P�X�L�U���� �� �������� ��������������

������
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�>�����@ �$�� �6�� �%�R�O�L�Q�D�� �$�� �-�� �:�R�O�I�I�� �D�Q�G �:�� �$�� �%�U�R�Z�Q�� �-�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �%�������� �� ���������� ��������������

�>�����@ �5�� �%�� �3�K�H�O�S�V�� �/�� �/�� �.�H�V�P�R�G�H�O�� �D�Q�G �5�� �-�� �.�H�O�O�H�\�� �6�X�U�I�� �6�F�L�������� �� ������ ��������������

�>�����@ �;�� �)�H�Q�J�� �6�� �0�D�L�H�U�� �D�Q�G �0�� �6�D�O�P�H�U�R�Q�� �-�� �$�P�� �&�K�H�P�� �6�R�F�������� �� �������� ��������������

�>�����@ �-�� �$�� �0�F�0�L�O�O�D�Q �D�Q�G �6�� �&�� �/�R�V�� �1�D�W�X�U�H������ �� ������ ��������������

�>�������@ �3�� �-�H�Q�Q�L�V�N�H�Q�V�� �6�� �)�� �%�D�Q�K�D�P�� �'�� �)�� �%�O�D�N�H�� �D�Q�G �0�� �5�� �6�� �0�F�&�R�X�V�W�U�D�� �-�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V��

������ �� �������� ��������������

�>�������@ �3�� �/�¸�I�J�U�H�Q�� �3�� �$�K�O�V�W�U�¸�P�� �'�� �9�� �&�K�D�N�D�U�R�Y�� �D�Q�G �-�� �/�D�X�V�P�D�D�� �6�X�U�I�� �6�F�L�������� �� �/����

��������������

�>�������@ �3�� �/�¸�I�J�U�H�Q�� �3�� �$�K�O�V�W�U�¸�P�� �-�� �/�D�X�V�P�D�� �D�Q�G �%�� �.�D�V�H�P�R�� �/�D�Q�J�P�X�L�U���� �� ������ ��������������

�>�������@ �0�� �7�� �6�X�W�H�U�� �3�� �8�� �$�Q�G�H�U�V�V�R�Q�� �D�Q�G �-�� �%�� �&�� �3�H�W�W�H�U�V�V�R�Q�� �-�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V�������� ��

������������ ��������������

�>�������@ �3�� �8�� �$�Q�G�H�U�V�V�R�Q�� �0�� �7�� �6�X�W�H�U�� �1�� �0�D�U�N�R�Y�L�É�� �D�Q�G �-�� �%�� �&�� �3�H�W�W�H�U�V�V�R�Q�� �-�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P��

�&������ �� ���������� ��������������

�>�������@ �$�� �*�O�H�E�R�Y�H�W �D�O���� �-�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V�������� �� ���������� ��������������

�>�������@ �(�� �1�� �9�R�O�R�V�K�L�Q�D�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V������ �� ���������� ��������������

�>�������@ �0�� �'�L�R�Q�� �+�� �5�\�G�E�H�U�J�� �(�� �6�F�K�U�¸�G�H�U�� �D�Q�G �'�� �&�� �/�D�Q�J�U�H�W�K�� �3�K�\�V�� �5�H�Y������ �� ������������

��������������

�>�������@ �0�� �&�� �*�R�U�G�L�O�O�R �D�Q�G �-�� �0�D�U�W�¯�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������ ��������������

�>�������@ �%�� �6�� �*�R�Q�]�D�O�H�]�� �-�� �+�H�U�Q�D�Q�G�H�]���5�R�M�D�V�� �-�� �%�U�H�W�R�Q�� �D�Q�G �-�� �0�� �*�R�P�H�]�/�O�R�U�H�Q�W�H�� �-��

�3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �&������ �� ���������� ��������������

�>�������@ �7�� �2�� �:�H�K�O�L�Q�J�� �$�� �,�� �/�L�F�K�W�H�Q�V�W�H�L�Q�� �D�Q�G �0�� �,�� �.�D�W�V�Q�H�O�V�R�Q�� �$�S�S�O�� �3�K�\�V�� �/�H�W�W������ ��

������������ ��������������

�>�������@ �*�� �5�� �-�H�Q�Q�H�V�V�� �2�� �.�D�U�D�O�W�L�� �D�Q�G �.�� �'�� �-�R�U�G�D�Q�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V������ �� ��������

��������������

�>�������@ �2�� �/�H�H�Q�D�H�U�W�V�� �%�� �3�D�U�W�R�H�Q�V�� �D�Q�G �)�� �0�� �3�H�H�W�H�U�V�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������ ��������������

�>�������@ �$�� �$�P�E�U�R�V�H�W�W�L �D�Q�G �3�� �/�� �6�L�O�Y�H�V�W�U�H�O�O�L�� �-�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �&������ �� �������� ��������������

������
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�>�������@ �0�� �5�X�E�H���� �3�� �1�D�F�K�W�L�J�D�O�O�� �-�� �9�R�Q�G�U�£���H�N�� �D�Q�G �2�� �%�O�X�G�V�N�¿�� �-�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �&������ ��

�������� ��������������

�>�������@ �-�� �0�D�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������ ��������������

�>�������@ �*�� �5�� �-�H�Q�Q�H�V�V �D�Q�G �.�� �'�� �-�R�U�G�D�Q�� �-�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �&������ �� ���������� ��������������

�>�������@ �;�� �/�L�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������ ��������������

�>�������@ �*�� �7�R�F�F�L�� �/�� �-�R�O�\�� �D�Q�G �$�� �0�L�F�K�D�H�O�L�G�H�V�� �1�D�Q�R �/�H�W�W�H�U�V���� �� �������� ��������������

�>�������@ �-�� �+�� �3�D�U�N �D�Q�G �1�� �5�� �$�O�X�U�X�� �-�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �&������ �� �������� ��������������

�>�������@ �'�� �-�� �:�D�U�G�� �3�K���'�� �W�K�H�V�L�V�� �8�Q�L�Y�H�U�V�L�W�\ �R�I �&�D�P�E�U�L�G�J�H�� �&�D�P�E�U�L�G�J�H�� ����������

�>�������@ �5�� �/�� �6�X�P�P�H�U�V���1�D�V�D �W�H�F�K�Q�L�F�D�O �Q�R�W�H �W�Q �G�������������1�D�W�L�R�Q�D�O �$�H�U�R�Q�D�X�W�L�F�V �D�Q�G �6�S�D�F�H

�$�G�P�L�Q�L�V�W�U�D�W�L�R�Q�� �:�$�6�+�,�1�*�7�2�1�� �'�� �&���� ������������

�>�������@ �(�� �0�� �0�F�,�Q�W�R�V�K�� �3�K���'�� �W�K�H�V�L�V�� �8�Q�L�Y�H�U�V�L�W�\ �R�I �&�D�P�E�U�L�G�J�H�� �&�D�P�E�U�L�G�J�H�� ����������

�>�������@ �$�� �/�� �*�O�H�E�R�Y�� �$�� �3�� �*�U�D�K�D�P�� �D�Q�G �$�� �0�H�Q�]�H�O�� �6�X�U�I�� �6�F�L���������������� �� ���� ��������������

�>�������@ �)�� �-�� �+�D�U�U�L�V�� �3�U�R�F�� �,�(�(�(���� �� ���� ��������������

�>�������@ �$�� �-�� �'�L�D�Q�R�X�[�� �)�� �9�R�O�L�Q�R�� �D�Q�G �+�� �+�H�U�Y�H�W�� �0�R�O�� �3�K�\�V������ �� �������� ��������������

�>�������@ �+�� �+�H�G�J�H�O�D�Q�G�� �3�K���'�� �W�K�H�V�L�V�� �8�Q�L�Y�H�U�V�L�W�\ �R�I �&�D�P�E�U�L�G�J�H�� �&�D�P�E�U�L�G�J�H�� ����������

�>�������@ �(�� �%�D�K�Q�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V������ �� ���������� ��������������

�>�������@ �6�� �*�R�N�K�D�O�H�H�W �D�O���� �-�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V�������� �� �������� ��������������

�>�������@ �:�� �/�L�X�H�W �D�O���� �1�H�Z �-�� �3�K�\�V������ �� ������������ ��������������

�>�������@ �%�� �%�R�G�G�H�Q�E�H�U�J �D�Q�G �-�� �$�� �0�R�U�H�Q�R�� �=�� �1�D�W�X�U�I�R�U�� �$���� �D�� ������ ��������������

�>�������@ �5�� �6�W�R�F�N�P�H�\�H�U �D�Q�G �+�� �6�W�R�U�W�Q�L�N�� �6�X�U�I�� �6�F�L������ �� �/������ ��������������

�>�������@ �3�� �0�H�H�K�D�Q�H�W �D�O���� �-�� �&�K�H�P�� �6�R�F���� �)�D�U�D�G�D�\ �7�U�D�Q�V�� ������ �� �������� ��������������

�>�������@ �0�� �0�R�Q�N�H�Q�E�X�V�F�K �D�Q�G �5�� �6�W�R�F�N�P�H�\�H�U�� �%�H�U�� �%�X�Q�V�H�Q�J�H�V�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P������ �� ������

��������������

�>�������@ �3�� �-�D�N�R�E �D�Q�G �'�� �0�H�Q�]�H�O�� �6�X�U�I�� �6�F�L�������� �� ���� ��������������

�>�������@ �+�� �+�H�G�J�H�O�D�Q�G�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������ ��������������

������
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�>�������@ �3�� �)�R�X�T�X�H�W�H�W �D�O���� �&�D�U�E�R�Q���� �� �������� ��������������

�>�������@ �'�� �&�� �*�O�D�V�V�� �&�� �1�� �*�U�D�\�� �D�Q�G �*�� �*�� �$�G�D�P�V�� �7�R�[�L�F�R�O�R�J�\ �D�Q�G �,�Q�G�X�V�W�U�L�D�O �+�H�D�O�W�K���� ��

������ ��������������

�>�������@ �0�� �7�� �6�P�L�W�K�� �$�Q�Q�� �5�H�Y�� �3�X�E�O�� �+�H�D�O�W�K���� �� ������ ��������������

�>�������@ �:�� �5�� �%�U�R�Z�Q�H �D�Q�G �%�� �/�� �)�H�U�L�Q�J�D�� �1�D�W�X�U�H �1�D�Q�R�W�H�F�K�� �� ���� ��������������

�>�������@ �(�� �*�� �&�R�[�� �5�H�Y�� �0�R�G�� �3�K�\�V������ �� ������ ��������������

�>�������@ �&�� �-�� �&�U�D�Y�H�Q�� �3�� �'�� �+�D�W�W�R�Q�� �&�� �-�� �+�R�Z�D�U�G�� �D�Q�G �*�� �6�� �3�D�Z�O�H�\�� �-�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V������ ��

�������� ��������������

�>�������@ �*�� �$�� �-�H�I�I�U�H�\�� �-�� �5�� �5�X�E�O�H�� �5�� �.�� �0�F�0�X�O�O�D�Q�� �D�Q�G �-�� �$�� �3�R�S�O�H�� �3�U�R�F�� �5�R�\�� �6�R�F�� �$������ ��

���� ��������������

�>�������@ �7�� �)�� �+�H�D�G�H�Q�H�W �D�O���� �-�� �$�P�� �&�K�H�P�� �6�R�F�������� �� �������� ��������������

�>�������@ �%�� �%�R�G�G�H�Q�E�H�U�J �D�Q�G �-�� �$�� �0�R�U�H�Q�R�� �-�� �3�K�\�V�� �&�R�O�O�R�T������ �� �&�� ��������������

�>�������@ �8�� �%�D�U�G�L�� �6�� �0�D�J�Q�D�Q�H�O�O�L�� �D�Q�G �*�� �5�R�Y�L�G�D�� �6�X�U�I�� �6�F�L�� �/�H�W�W�������� �� �/�� ��������������

�>�������@ �8�� �%�D�U�G�L�� �6�� �0�D�J�Q�D�Q�H�O�O�L�� �D�Q�G �*�� �5�R�Y�L�G�D�� �/�D�Q�J�P�X�L�U�� �� ������ ��������������

�>�������@ �,�� �*�D�P�H�V�R�Q �D�Q�G �7�� �3�D�\�P�H�Q�W�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V�� �/�H�W�W�������� �� ������ ��������������

�>�������@ �%�� �%�R�G�G�H�Q�E�H�U�J �D�Q�G �5�� �*�U�R�V�V�H�� �=�� �1�D�W�X�U�I�R�U�� �$���� �D�� �������� ��������������

�>�������@ �5�� �*�U�R�V�V�H �D�Q�G �%�� �%�R�G�G�H�Q�E�H�U�J�� �=�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�������� �� �� ��������������

�>�������@ �&�� �%�R�Q�G�L �D�Q�G �*�� �7�D�G�G�H�L�� �6�X�U�I�� �6�F�L�������� �� ������ ��������������

�>�������@ �$�� �9�H�U�Q�R�Y �D�Q�G �:�� �$�� �6�W�H�H�O�H�� �/�D�Q�J�P�X�L�U�� �� �������� ��������������

�>�������@ �$�� �9�H�U�Q�R�Y �D�Q�G �:�� �$�� �6�W�H�H�O�H�� �/�D�Q�J�P�X�L�U�� �� �������� ��������������

�>�������@ �5�� �+�H�Q�W�V�F�K�N�H �D�Q�G �%�� �/�� �6�F�K�¾�U�P�D�Q�Q�� �6�X�U�I�� �6�F�L�������� �� ������ ��������������

�>�������@ �0�� �$�� �0�D�W�W�L�H�V �D�Q�G �5�� �+�H�Q�W�V�F�K�N�H�� �/�D�Q�J�P�X�L�U���� �� �������� ��������������

�>�������@ �0�� �$�� �0�D�W�W�L�H�V �D�Q�G �5�� �+�H�Q�W�V�F�K�N�H�� �/�D�Q�J�P�X�L�U���� �� �������� ��������������

�>�������@ �1�� �.�O�R�P�N�O�L�D�Q�J�H�W �D�O���� �&�K�H�P�� �(�Q�J�� �6�F�L������ �� ������ ��������������

�>�������@ �6�� �'�� �&�K�D�N�D�U�R�Y�D���.�¦�F�N�� �(�� �6�F�K�U�¸�G�H�U�� �%�� �,�� �/�X�Q�G�T�Y�L�V�W�� �D�Q�G �'�� �&�� �/�D�Q�J�U�H�W�K�� �3�K�\�V��

�5�H�Y�� �/�H�W�W������ �� �� ��������������

������
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�>�������@ �(�� �3�� �*�L�O�E�H�U�W�� �3�� �$�� �5�H�\�Q�R�O�G�V�� �D�Q�G �-�� �:�� �:�K�L�W�H�� �-�� �&�K�H�P�� �6�R�F���� �)�D�U�D�G�D�\ �7�U�D�Q�V�� ��

���� �� �������� ��������������

�>�������@ �&�� �%�R�F�N�H�O�� �-�� �3�� �&�R�X�O�R�P�E�� �D�Q�G �1�� �'�X�S�R�Q�W���3�D�Y�O�R�Y�V�N�\�� �6�X�U�I�� �6�F�L�������� �� ������ ��������������

�>�������@ �7�� �&�� �+�D�Q�V�H�Q�� �3�� �)�� �+�H�Q�U�\�� �D�Q�G �+�� �(�� �)�L�V�F�K�H�U�� �0�H�D�V�� �6�F�L�� �7�H�F�K�Q�R�O������ �� ������������

��������������

�>�������@ �'�� �%�U�R�F�K�L�H�U�� �7�H�F�K�Q�L�F�D�O �5�H�S�R�U�W �1�R�� ������������ �,�Q�V�W�L�W�X�W �/�D�X�H���/�D�Q�J�H�Y�L�Q�� �*�U�H�Q�R�E�O�H ���X�Q��

�S�X�E�O�L�V�K�H�G����

�>�������@ �%�� �)�D�U�D�J�R�� �3�K�\�V�L�F�D �%�������������� �� ������ ��������������

�>�������@ �5�� �=�D�F�K�D�U�L�D�� �+�� �8�O�E�U�L�F�K�W�� �D�Q�G �7�� �+�H�U�W�H�O�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������ ��������������

�>�������@ �%�� �(�� �:�D�U�U�H�Q�� �3�K�\�V�� �5�H�Y������ �� ������ ��������������

�>�������@ �7�� �$�U�Q�R�O�G�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������ ��������������

�>�������@ �$�� �<�� �%�U�H�Z�H�U�H�W �D�O���� �0�R�O�� �3�K�\�V�������� �� ���� ��������������

�>�������@ �6�� �(�U�J�X�Q �D�Q�G �0�� �%�H�U�P�D�Q�� �$�F�W�D �&�U�\�V�W�D�O�O�� �6�H�F�� �$���� �� ���� ��������������

�>�������@ �.�� �:�� �+�H�U�Z�L�J�� �-�� �&�� �1�H�Z�W�R�Q�� �D�Q�G �+�� �7�D�X�E�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ���������� ��������������

�>�������@ �7�� �$�U�Q�R�O�G�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V���� �� ������ ��������������

�>�������@ �'�� �'�� �'�R�� �'�� �1�L�F�K�R�O�V�R�Q�� �D�Q�G �+�� �'�� �'�R�� �- �&�R�O�O�R�L�G �,�Q�W�H�U�I�D�F�H �6�F�L������ �� �� ��������������

�>�������@ �-�� �.�U�L�P�� �$�G�Y�� �3�K�\�V������ �� ������ ��������������

�>�������@ �<�����]�� �+�X�� �7�����E�� �0�D�� �D�Q�G �+�� �:�D�Q�J�� �)�U�L�F�W�L�R�Q�� �� ���� ��������������

�>�������@ �7�� �:�� �6�F�K�D�U�I �D�Q�G �6�� �9�� �3�U�D�V�D�G�� �- �0�D�W�H�U �6�F�L���� �� ������ ��������������

�>�������@ �<�� �0�R�� �.�� �7�� �7�X�U�Q�H�U�� �D�Q�G �,�� �6�]�O�X�I�D�U�V�N�D�� �1�D�W�X�U�H������ �� �������� ��������������

�>�������@ �0�� �'�L�H�Q�Z�L�H�E�H�O�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �/�H�W�W������ �� ������������ ��������������

�>�������@ �*�� �6�� �9�H�U�K�R�H�Y�H�Q�� �0�� �'�L�H�Q�Z�L�H�E�H�O�� �D�Q�G �-�� �:�� �0�� �)�U�H�Q�N�H�Q�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������

��������������

�>�������@ �<�����+�� �=�K�D�Q�J�H�W �D�O���� �1�D�Q�R�W�H�F�K�Q�R�O�R�J�\���� �� ������������ ��������������

�>�������@ �$�� �=�� �$�O�=�D�K�U�D�Q�L�� �$�S�S�O�� �6�X�U�I�� �6�F�L�������� �� ������ ��������������

������
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�>�������@ �<�� �+�V�X�Q �6�X�� �<�� �.�D�L �:�X�� �6�����/�� �7�X�� �D�Q�G �6�����-�� �&�K�D�Q�J�� �$�S�S�O�� �3�K�\�V�� �/�H�W�W������ �� ������������

��������������

�>�������@ �6�� �0�� �.�R�]�O�R�Y�� �)�� �9�L�³�H�V�� �D�Q�G �$�� �*�¸�U�O�L�Q�J�� �&�D�U�E�R�Q���� �� �������� ��������������

�>�������@ �9�� �.�U�D�V�Q�H�Q�N�R�� �-�� �.�L�N�D�V�� �D�Q�G �0�� �*�� �%�U�L�N�� �3�K�\�V�L�F�D �%������ �� �������� ��������������

�>�������@ �.�� �%�H�U�O�D�Q�G �D�Q�G �3�� �+�\�O�G�J�D�D�U�G�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ������������ ��������������

�>�������@ �%�� �'�D�V�� �5�� �9�R�J�J�X�� �&�� �6�� �5�R�X�W�� �D�Q�G �&�� �1�� �5�� �5�D�R�� �&�K�H�P�� �&�R�P�P�X�Q������ �� ��������

��������������

�>�������@ �5�� �.�X�E�R�� �5�H�S�� �3�U�R�J�� �3�K�\�V������ �� ������ ��������������

�>�������@ �5�� �=�Z�D�Q�]�L�J �D�Q�G �0�� �%�L�[�R�Q�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �$�� �� �������� ��������������

�>�������@ �.�� �$�� �6�W�R�H�U�]�L�Q�J�H�U�� �3�K���'�� �W�K�H�V�L�V�� �8�Q�L�Y�H�U�V�L�W�\ �R�I �&�D�P�E�U�L�G�J�H�� �&�D�P�E�U�L�G�J�H�� ����������

�>�������@ �3�� �/�D�]�]�H�U�H�W�W�L�� �0�� �0�D�O�D�J�R�O�L�� �D�Q�G �5�� �=�D�Q�D�V�L�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V�� �/�H�W�W�������� �� ������ ��������������

�>�������@ �*�� �0�D�U�R�X�O�L�V�� �-�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �%�������� �� ���������� ��������������

�>�������@ �$�� �=�¾�W�W�H�O�H�W �D�O���� �,�Q�W�� �-�� �+�\�G�U�R�J�H�Q �(�Q�H�U�J�\���� �� ������ ��������������

�>�������@ �$�� �=�¾�W�W�H�O�� �1�D�W�X�U�Z�L�V�V�H�Q�V�F�K�D�I�W�H�Q���� �� ������ ��������������

�>�������@ �6�� �/�� �&�D�Q�G�H�O�D�U�L�D�H�W �D�O���� �1�D�Q�R �(�Q�H�U�J�\�� �� ������ ��������������

�>�������@ �$�� �&�K�D�P�E�H�U�V�� �&�� �3�D�U�N�� �5�� �7�� �.�� �%�D�N�H�U�� �D�Q�G �1�� �0�� �5�R�G�U�L�J�X�H�]�� �-�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �%��

������ �� �������� ��������������

�>�������@ �$�� �&�� �'�L�O�O�R�Q�H�W �D�O���� �1�D�W�X�U�H������ �� ������ ��������������

�>�������@ �3�� �&�K�H�Q�� �;�� �:�X�� �-�� �/�L�Q�� �D�Q�G �.�� �/�� �7�D�Q�� �6�F�L�H�Q�F�H������ �� ���� ��������������

�>�������@ �+�� �7�D�Q�D�N�D�H�W �D�O���� �-�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �%�������� �� ���������� ��������������

�>�������@ �/�� �:�D�Q�J �D�Q�G �5�� �7�� �<�D�Q�J�� �&�D�U�E�R�Q���� �� �������� ��������������

�>�������@ �+�� �.�D�E�E�R�X�U�H�W �D�O���� �&�K�H�P�� �0�D�W�H�U������ �� �������� ��������������

�>�������@ �0�� �1�L�H�O�V�H�Q�� �-�� �3�� �0�F�7�D�J�X�H�� �D�Q�G �:�� �(�O�O�H�Q�V�R�Q�� �-�� �3�K�\�V�� �&�R�O�O�R�T������ �� �&�� ��������������

�>�������@ �/�� �:�� �%�U�X�F�K�� �0�� �:�� �&�R�O�H�� �D�Q�G �(�� �=�D�U�H�P�E�D���3�K�\�V�L�F�D�O �$�G�V�R�U�S�W�L�R�Q�� �)�R�U�F�H�V �D�Q�G �3�K�H��

�Q�R�P�H�Q�D�� �9�R�O�� �� �R�I�,�Q�W�H�U�Q�D�W�L�R�Q�D�O �V�H�U�L�H�V �R�I �P�R�Q�R�J�U�D�S�K�V �R�Q �F�K�H�P�L�V�W�U�\���&�O�D�U�H�Q�G�R�Q

�3�U�H�V�V�� �2�[�I�R�U�G�� ������������

������
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�>�������@ �+�� �)�U�H�L�P�X�W�K�� �+�� �:�L�H�F�K�H�U�W�� �D�Q�G �+�� �-�� �/�D�X�W�H�U�� �6�X�U�I�� �6�F�L���������������� �� ������ ��������������

�>�������@ �+�� �)�U�H�L�P�X�W�K�� �+�� �:�L�H�F�K�H�U�W�� �+�� �3�� �6�F�K�L�O�G�E�H�U�J�� �D�Q�G �+�� �-�� �/�D�X�W�H�U�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� ��

������ ��������������

�>�������@ �+�� �:�L�H�F�K�H�U�W�� �3�K�\�V�L�F�D �%������ �� ������ ��������������

�>�������@ �0�� �%�L�H�Q�I�D�L�W�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� ���������� ��������������

�>�������@ �'�� �1�D�U�H�K�R�R�G�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� �� ��������������

�>�������@ �)�� �)�H�U�Q�D�Q�G�H�]���$�O�R�Q�V�R�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �/�H�W�W������ �� �� ��������������

�>�������@ �2�����(�� �+�D�D�V�H�W �D�O���� �-�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �&������ �� �������� ��������������

�>�������@ �&�� �,�� �&�R�Q�W�H�V�F�X�H�W �D�O���� �&�D�U�E�R�Q���� �� �������� ��������������

�>�������@ �2�����(�� �+�D�D�V�� �-�� �0�� �6�L�P�R�Q�� �D�Q�G �6�� �.�M�H�O�V�W�U�X�S�� �-�� �3�K�\�V�� �&�K�H�P�� �&������ �� ���������� ��������������

�>�������@ �-�� �3�X�U�H�Z�D�O�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� �� ��������������

�>�������@ �-�� �3�X�U�H�Z�D�O�H�W �D�O���� �-�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V�������� �� ������������ ��������������

�>�������@ �<�� �<�D�Q�J�H�W �D�O���� �&�D�U�E�R�Q���� �� �������� ��������������

�>�������@ �7�� �;�� �1�J�X�\�H�Q�� �+�� �-�R�E�L�F�� �D�Q�G �6�� �.�� �%�K�D�W�L�D�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �/�H�W�W�������� �� �� ��������������

�>�������@ �%�� �&�� �/�L�S�S�H�Q�V �D�Q�G �-�� �+�� �'�H �%�R�H�U�� �-�R�X�U�Q�D�O �R�I �&�D�W�D�O�\�V�L�V�� �� ������ ��������������

�>�������@ �(�� �3�� �%�D�U�U�H�W�W�� �/�� �*�� �-�R�\�Q�H�U�� �D�Q�G �3�� �3�� �+�D�O�H�Q�G�D�� �-�� �$�P�� �&�K�H�P�� �6�R�F������ �� ������ ��������������

�>�������@ �6�� �%�U�X�Q�D�X�H�U�� �3�� �+�� �(�P�P�H�W�W�� �D�Q�G �(�� �7�H�O�O�H�U�� �-�� �$�P�� �&�K�H�P�� �6�R�F������ �� ������ ��������������

�>�������@ �*�� �+�R�U�Y�£�W�K �D�Q�G �.�� �.�D�Z�D�]�R�H�� �-�� �&�K�H�P�� �(�Q�J�� �-�D�S�D�Q���� �� ������ ��������������

�>�������@ �<�� �)�L�Q�N�H�O�V�W�H�L�Q�� �'�� �1�H�P�L�U�R�Y�V�N�\�� �D�Q�G �5�� �0�R�U�H�K�� �3�K�\�V�L�F�D �%������ �� ������ ��������������

�>�������@ �-�� �3�� �&�R�X�O�R�P�E �D�Q�G �0�� �%�L�H�Q�I�D�L�W�� �-�� �3�K�\�V�L�T�X�H���� �� ������ ��������������

�>�������@ �'�� �5�L�F�K�D�U�G�� �0�� �)�H�U�U�D�Q�G�� �*�� �-�� �.�H�D�U�O�H�\�� �D�Q�G �$�� �'�� �%�U�D�G�O�H�\���7�K�H �/�D�P�S �%�R�R�N���,�Q�V�W�L�W�X�W

�/�D�X�H �/�D�Q�J�H�Y�L�Q�� �*�U�H�Q�R�E�O�H�� ������������

�>�������@ �5�� �(�� �/�H�F�K�Q�H�U�� �6�R�O�L�G �6�W�D�W�H �,�R�Q�L�F�V���� �� ������ ��������������

�>�������@ �.�� �$�� �*�H�U�Q�R�W�K�� �0�� �-�� �+�D�U�U�L�V�R�Q�� �D�Q�G �0�� �/�� �5�L�V�W�L�J�� �,�Q�W�� �-�� �0�R�G�� �3�K�\�V�� �%���� �� ��������

��������������

������
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�>�������@ �'�� �(�� �2�M�5�H�L�O�O�\ �D�Q�G �(�� �0�� �3�H�W�H�U�V�R�Q�� �-�� �&�K�H�P�� �3�K�\�V������ �� ������ ��������������

�>�������@ �2�� �&�]�D�N�N�H�O�� �.�� �0�D�U�W�K�L�� �(�� �*�H�L�V�V�O�H�U�� �D�Q�G �.�� �/�D�V�]�O�µ�� �0�L�F�U�R�S�R�U�� �0�H�V�R�S�R�U�� �0�D�W������ ��

������ ��������������

�>�������@ �(�� �%�D�K�Q�H�W �D�O���� �&�D�U�E�R�Q ��������������

�>�������@ �(�� �,�O�L�V�F�D�� �3�U�R�J�� �6�X�U�I�� �6�F�L������ �� ������ ��������������

�>�������@ �.�� �)�� �%�R�Q�K�R�H�I�I�H�U �D�Q�G �3�� �+�D�U�W�H�F�N�� �=�� �(�O�N�W�U�R�F�K�H�P�� �$�Q�J�H�Z�� �3������ �� ������ ��������������

�>�������@ �+�� �6�� �7�D�\�O�R�U �D�Q�G �$�� �6�K�H�U�P�D�Q�� �7�U�D�Q�V�� �)�D�U�D�G�D�\ �6�R�F������ �� ������ ��������������

�>�������@ �-�� �6�F�K�Z�L�Q�J�H�U �D�Q�G �(�� �7�H�O�O�H�U�� �3�K�\�V�� �5�H�Y������ �� ������ ��������������

�>�������@ �-�� �$�� �<�R�X�Q�J �D�Q�G �-�� �8�� �.�R�S�S�H�O�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�������� �� �$������ ��������������

�>�������@ �)�� �*�� �%�U�L�F�N�Z�H�G�G�H�� �-�� �5�� �'�X�Q�Q�L�Q�J�� �+�� �-�� �+�R�J�H�� �D�Q�G �-�� �+�� �0�D�Q�O�H�\�� �3�K�\�V�� �5�H�Y������ ��

������ ��������������

�>�������@ �5�� �%�� �6�X�W�W�R�Q�H�W �D�O���� �3�K�\�V�� �5�H�Y������ �� �������� ��������������

�>�������@ �0�� �+�D�P�H�U�P�H�V�K �D�Q�G �-�� �6�F�K�Z�L�Q�J�H�U�� �3�K�\�V�� �5�H�Y������ �� ������ ��������������

�>�������@ �*�� �/�� �6�T�X�L�U�H�V �D�Q�G �$�� �7�� �6�W�H�Z�D�U�W�� �3�U�R�F�� �5�R�\�� �6�R�F�� �$������ �� ���� ��������������

�>�������@ �)�� �6�F�K�P�L�G�W�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� �������� ��������������

�>�������@ �0�� �5�D�O�O�� �-�� �%�U�L�V�R�Q�� �D�Q�G �1�� �6�X�O�O�L�Y�D�Q�� �3�K�\�V�� �5�H�Y�� �%���� �� �������� ��������������
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